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离散 数学 是 计算 机 专业 的 主要 数学 基础 , 本 书 与 “数理 鸭 辑 与 集合 论 ” 一 起 构成 了 清华 大 学 计算 机 
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前 言 


离散 数学 是 计算 机 专业 的 基础 数学 课程 ， 它 以 离散 量 为 研究 对 象 ， 主 要 包括 数理 锦 
辑 、 和 集合 论 、 图 论 和 代数 结构 四 部 分 内 容 。 

清华 大 学 计算 机 科学 与 技术 系 把 离散 数学 安排 为 “数理 逻辑 与 集合 论 "，“ 图 论 与 代 
数 结构 ”两 门 课程 ， 分 两 个 学 期 讲授 ， 各 占 50 学 时 。 

本 书 分 两 大 部 分 ， 其 中 一 一 六 章 是 图 论 ， 在 第 一 章 介绍 了 图 的 基本 概念 及 其 代数 表 
示 方 法 ， 第 二 至 第 六 章 分 别 详细 讨论 了 道路 与 回路 、 树 、 平 面 图 与 图 的 着 色 、 匹 配 与 网 
络 流 、 图 的 连通 性 等 图 论 的 主要 内 容 ， 并 且 将 它们 与 计算 机 的 应 用 紧密 结合 ， 分 析 介 绍 
了 众多 良好 的 图 算法 ， 给 出 其 正确 性 证 明 与 复杂 度 分 析 ， 这 样 ， 使 读者 在 图 的 应 用 及 算 
法 的 设计 与 分 析 方 面 能 得 到 较 好 的 训练 与 培养 。 第 七 一 十 章 是 代数 结构 部 分 ， 主 要 讨论 
了 和 群 、 环 和 域 、 格 与 布尔 代数 等 内 容 ， 它 们 都 是 抽象 代数 的 基本 内 容 ， 是 计算 机 科学 的 
重要 数学 基础 。 

书 中 给 出 了 大 盟约 例题 ， 它 们 不 但 有 助 于 对 概念 的 理解 ， 同 时 也 帮助 读者 掌握 不 同 
的 证 明 方 法 。 各 章 后 面 附 有 较 多 的 习题 ， 有 难 有 易 ， 同 时 还 有 一 定数 量 的 上 机 题 ， 可 以 
帮助 读者 熟悉 掌握 图 的 编程 技巧 。 

本 书 是 作者 在 使 用 多 年 “图 论 与 代数 结构 ”讲义 的 基础 上 完成 的 。 其 中 戴 一 奇 修改 
了 第 一 ~ 六 章 ， 胡 和 冠 章 修 改 第 七 一 九 章 ， 并 审定 了 全 书 ， 陈 卫 收 改 了 第 十 章 。 在 出 版 过 
程 中 ， 得 到 了 周 远 清 教 授 和 林 行 良 教授 的 热情 支持 ， 贸 志 红 同志 完成 了 全 部 书稿 的 输入 
与 排版 ， 在 此 一 并 表示 感谢 。 

由 于 水 平 所 限 ， 本 书 难 免 出 现 错误 与 缺点 ， 妨 切 希 望 得 到 广大 读者 ,特别 是 讲授 此 
课程 教师 们 的 批评 与 指正 。 
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第 一 章 基本 概念 


1.1 图 的 概念 


世界 上 许多 事物 以 及 它们 之 间 的 联系 都 可 以 用 图 形 直观 地 表示 。 这 时 人 们 往往 用 结 
点 表示 事物 ， 用 边 表示 它们 之 间 的 联系 。 这 种 出 结 点 和 边 构 成 的 图 形 就 是 图 论 所 研究 的 
对 象 。 


1 3 1 3 1 
日 焉 {4 
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图 1.1 图 1.2 

例 1.11 4,8B.C.D 4 个 队 进 行 特 环 赛 。 为 了 解 当 前 各 队 的 胜 负 情况 ,可 以 用 结 点 
表示 队 , 用 有 向 边 (u,v) 表 示 队 胜 wv 队 , 例如 图 1.1 表 示 4 胜 B.C、.D;B8B 胜 C}DD 竹 CC， 
而 号 和 号 之 间 还 没有 比赛 。 

例 1,.12 两 个 直流 电路 如 图 1. 2C(a)(b)。 基 尔 埠 夫 定 律 指出 ;电路 特性 只 与 电路 网 


络 的 拓扑 性 所 有 关 ,而 与 支 路 元 件 的 特性 无 关 。 因 此 都 可 以 将 它们 转化 为 图 1, 2(c) 进 行 
研究 。 


例 1.1.3 人 们 常用 框图 的 形式 来 
帮助 编写 或 描述 程序 。 当 需要 对 程序 进 
行 分 析 时 ,也 往往 用 结 点 表示 程序 框 ,用 
有 向 边 表 示 它 们 之 间 的 顺序 关系 ,如 图 
1.3 。 

定义 1.11 二 元 组 (V(G),E(G)) 
称 为 图 。 其 中 V(G) 是 非 空 集合 , 称 为 结 
点 集 ,E(G) 是 V(G) 诸 结 点 之 间 边 的 集 

(a) (hb} 


合 。 常用 G 一 tV ,EE) 表 示 图 。 

图 可 以 分 为 有 限 图 与 无 所 图 两 类 。 
本 书 只 讨论 有 限 图 , 即 V 和 瓦 都 是 有 限 
集 , 给 定 某 个 图 GG=(V ,EE) ,如果 不 加 特殊 说 明 , 就 认为 V= {vv svn} = {eyezr""*， 
em}， 即 结 点 数 |v|==x, 边 数 |E| 一 m。 

图 GG 的 边 可 以 是 有 方向 的 ,也 可 以 是 无 方向 的 。 它们 分 称 为 有 向 边 ( 或 弧 ) 和 无 向 边 ， 
用 ei 二 《visv)) 表 之 ,这 时 我 们 说 vw 与 v) 是 相 邻 结 点 ; es 分 别 与 visv; 相关 联 。 如 果 e 是 有 

“1: 


图 1.3 


向 边 , 称 w 是 的 始点 , v; 是 ei 的 终点 ;并 称 v 是 vw, 的 直接 前 趋 , vj 是 vi 的 直接 后 继 。 
如 果 & 是 无 向 边 , 则 称 vi,v, 是 ei 的 两 个 端点 。 全 部 由 有 向 边 构成 的 图 叫 有 向 图 ;只 由 无 
向 边 组 成 的 图 叫 无 向 图 ; 既 有 有 向 边 又 有 无 向 边 构成 的 图 称 为 混合 图 。 例 如 图 1. 4(a) 是 
有 向 图 ,(b) 基 无 向 图 ,(c) 是 混合 图 。 在 图 C 中 ,只 与 一 个 结 点 相关 联 的 边 称 为 自 环 ,在 同 
一 对 结 点 之 间 可 以 存在 多 条 边 , 称 之 为 重 边 。 含有 重 边 的 图 叫 多 重 图 。 比 如 图 1. 4(a)(b) 
中 Ms res 分 别 是 自 环 ,at,a; 和 eiver'es 分 别 是 重 边 
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定义 1.1.2 G=(V,E) 的 某 结 点 v 所 关联 的 边 数 称 为 该 结 点 的 度 ,用 d (vw) 表示 。 邵 
果 带 有 自 环 , 则 自 环 对 d(v) 的 贡献 为 2。 

例如 图 1.4Ca) 中 ,qd(v)==5, dv) 一 2, d (v1) 一 5, d(Cvo) 一 4。(b) 中 , dv1) 一 5, 4 
v2) 二 3,d(vw3) 二 5, dtw) 一 5。 有 向 图 中 由 于 各 边 都 是 有 向 边 , 因 此 每 个 结 点 wv 还 有 其 正 
度 (d+ (v)) 和 负 度 (d~ (wv))。ad* (vw) 的 值 是 以 w 为 始点 的 边 的 数目 , 4- (wv) 是 以 vw 为 终点 的 
边 的 数目 。 显 然 有 4d”* (v) 十 d(C(v)=d{v)。 

定义 1.1.3 任意 两 结 点 亲 最 多 只 有 一 条 边 , 且 不 存在 自 环 的 无 向 图 称 为 简单 图 。 

以 下 所 说 的 图 在 不 加 说 明 的 情况 下 指 的 是 无 向 图 。 

没有 任何 边 的 简单 圈 叫 空 图 ,用 N, 表示 ;任何 两 结 点 间 都 有 边 的 简单 图 称 为 完全 
图 ,用 KK, 表示 。KK, 中 每 个 结 点 的 度 都 是 一 1。 

图 G 具有 以 下 基本 性 质 。 

性 质 1.1.1 设 G=(Y, 瑟 有 个 结 点 ,mm 荣 边 , 则 

之 ， d{v) = 2m. 


YE YE) 
证 明 : 由 于 每 条 迪 e= (wo) 对 结 点 & 和 ww 度 的 贡献 各 为 1. 因此 m 条 边 对 全 部 结 点 
度 的 总 贡献 就 是 2m。 
和 性质 1.1.2 G 中 度 为 奇数 的 结 点 必 为 偶数 个 。 
证 明 :; G 中 任 一 结 点 的 度 或 为 偶数 或 为 奇数 , 设 V. 是 度 为 侦 的 结 点 集 , V。 是 度 为 奇 
的 结 点 集 。 于 是 有 


Dd + Dd(v) = 2m, 
ve vEV, 
因此 > dlv) 为 偶数 , 即 V。 中 含有 偶数 个 结 点 。 


性 质 1.1.3 有 向 图 G 中 正 度 之 和 等 于 负 讼 之 和 。 
这 是 因为 每 条 边 对 缚 点 的 正 . 负 度 贡 献 各 为 1。 
2 。 


性 质 1. 1. 4 K, 的 边 数 是 去 n(z 一 1)。 

证 明 , 六。 中 各 结 点 的 度 都 是 (一 1) ,由 性 质 1.1.1 即 得 。 

性 质 1.1.5 非 空 衙 单 图 CG 中 一 定 存在 度 相 同 的 结 
点 。 

证 明 ; 设 G 中 不 存在 孤立 结 点 , 则 对 个 结 点 的 简 
单 图 ,每 个 结 点 度 df 的 取 值 范围 是 1 一 (一 1 ,由 抽 居 
原理 ,一 定 存 在 两 个 度 相 同 的 结 点 。 若 存在 孤立 结 点 , 亦 
类 似 可 证 。 

定义 1.1,4 如 果 图 G=(V, 世 ) 的 每 条 边 ei== (vw 
如 ) 都 赋 以 一 个 实数 rw 作为 该 边 的 权 . 则 称 G 且 赋 权 图 . 
特别 地 ,如 果 这 些 权 都 是 正 实数 ,就 称心 是 正 权 图 。 

图 1. 5 就 是 一 个 正 权 图. 权 可 以 表示 该 边 的 长 度 . 时 图 1 
各 ,费用 或 容量 等 。 

定义 1.1.5 给 定 G=(V 二) 如 果 存 在 另 一 个 图 如 一 (V' ,EE ,满足 WCYV ,CE， 
则 称 G' 是 GG 的 一 个 子 图 。 特别 地 ,如 果 V'=V ,就 称 G' 是 G 的 支撑 子 图 或 生成 子 图 ; 媳 果 
站 CV, 且 到 包含 了 如 在 结 点 子 集 V' 之 间 的 所 有 边 ; 则 称 G' 是 GG 的 导出 子 图 。 

例如 .图 1.6 中 的 G, 和 G; 分别 是 G 的 支撑 子 图 和 导出 子 图 , G 是 的 子 图 。 按照 
子 图 的 定义 ,显然 G 也 是 它 自身 的 子 图 ,而 且 既 是 支撑 子 图 ,也 是 导出 子 图 。 空 图 也 是 局 
的 子 图 .而 且 是 支撑 子 图 ， 它 们 都 称 为 平凡 子 图 。 
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1 C， G, 
图 1.6 
定义 1.1.6 给 定 两 个 图 G 一 (Vi,ED), Go (V8), 邻 GIUG=(V,E), 其 中 V 
=V UV, E=EUE, GNG= (VE), 其 中 VvV=V NY,, E=E NE,, CDG:= (7， 
EE), 其 中 VV=V.UV,, EE=EEDE;:, 分 别称 为 G1 和 G7 的 并 . 交 和 对 称 差 。 
例如 图 1.7 中 G 和 Ca 的 并 . 交 , 对 称 差 分 别 是 (a)、(b) 和 和 (c)。 
在 G 中 删 去 一 个 子 图 玉 , 指 删 掉 石 中 的 各 条 边 , 记 作 避 一 五, 特别 地 ,对 于 简单 图 G， 


称 玉 .一 G 为 的 补 图 , 记 作 G 。 例 如 图 1.7 中 Gi 的 补 图 是 (d)。 从 G 中 副 去 某 个 结 点 w 
及 其 关联 的 边 所 得 到 的 图 记 作 GG 一 vw。 从 G 中 删 去 某 条 特定 的 边 e= (Cx.wv), 记 作 G 一 e。 例 
如 图 1.6 中 G—H1 =GrGs (vv) = Ge 显 见 G—v 是 局 的 导出 子 图 ,而 Ge 是 G 的 支 
撑 子 图 。 如 果 在 G 中 增加 某 条 边 eu 可 记 作 GG 十 ej: 借 如 G3 Cys vs) = 
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如 果 避 是 无 向 图 , 则 TCv) = 人 ullvyu)EE} 称 为 v 的 邻 点 集 。 
定义 1.1.7 设 v 是 有 向 图 G 的 一 个 结 点 , 则 
DT Cw) = ultv ou) €E E? 
称 为 v 的 直接 后 继 集 亦 称 外 邻 集 ;相应 地 
TC) = {llrv) € E} 
称 为 v 的 直接 前 趋 集 亦 称 内 邻 集 。 
例如 图 1,6(a) 的 Titw)== {vyvasvs}s TD’ (Cv) 二 {vs}: TD rT Cw) 一 
tvsva'e 图 1.5 中 ; FCw) = {vyva rv vs)} Thy) = {Us ys 
给 定 了 结 点 数目 及 它们 之 间 的 


相依 关系 , 便 很 容易 画 出 图 G ,不 过 
它 的 形状 不 是 唯一 的 。 这 种 形状 不 
何 供 结构 相同 的 图 叫做 同 构 。 

定义 1.1.8 两 个 图 G,= (CV,， 
,Gs 二 (Voy 有 2) ,如果 V 和 VY， 


之 间 存 在 双 射 而 且 (wu,v)€ El1， 
当 朋 仅 当 (fw) ,fv)) EE Es 时; 称 
G1 和 上 同 构 。 记 作 GCC。 

例 11.4 图 1.8 的 G, 和 G;: 是 同 构 的 。 因 为 设 f(v1)=a, (vw)=z， (vs)=b, 了 
(ol 一 yo 一 ec， (ve)=z 时 ,对 任意 e 二 (uyv)E Bs 者 有 e' ==(fw), 了 Cv)D)EE,, 反 
之 亦 然 , 即 

(woo)EEem 0) fo) =(a, x) EE,, 

| 


Cr Cs 


[人 1.% 


(vi EE (0 ), 
(Visv EE (fv ), 
(vio EE mf (vs), 
(mv ) E Em (f(y,), 
(vrv) EE ef (3), 
(Varvs) EE Fer Cf (va), 
(viv) EE (ve), 
(asyz6) EE fv;), 


fw) = ay EE,, 
fv) = (a EE,, 
fv)) = (rE RE,, 
flvs)) = rc) EE,, 
flv) = (by) EE,, 
on) 一 《5 EE Es, 
as) 一 (56C) 生 五 
(os 一 人 cz) 全 五 3， 


从 定义 可 知 , 如 若 GG 各 Gi ,必须 满足 。 


(2) G, 和 Cs 结 点 度 的 非 增 序列 相隔 。 
《3) 存在 同 构 的 导出 子 图 。 


[ECGD!= |E(G,)|, 


其 中 (3) 对 判定 两 个 图 不 同 构 有 时 十 分 有 效 。 例如 图 1. 9 G; 的 结 点 集 {a ,ecsase /天 成 
的 导出 子 图 中 有 2 个 相 邻 的 度 为 3 的 结 点 ,其 余 结 点 的 度 均 为 2。 而 C 中 却 没有 与 之 问 
梅 的 导出 子 图 ,因此 C, 与 G; 不 同 构 。 


V1 Us a a 


G1 Cs 


图 1.9 


1.2 图 的 代数 表示 
在 对 图 G 进行 描述 或 运算 时 .需要 采用 代数 方法 进行 表示 。 常 用 的 表示 方法 有 
1.2.1 邻接 些 阵 


邻接 矩阵 表示 了 结 点 之 间 的 邻接 关系 。 
有 向 图 的 邻接 矩阵 4 是 一 个 阶 方 阵 , 其 元 素 为 。 
1， vsv7) EE 


其 它 。 
例如 图 1, 10 的 邻接 矩阵 是 


Ta 


~> 

| 
一 
~ 
SD 全- 
+ 


0 
1 
0 
0 
1 Vs 

由 1.10 
邻接 算 阵 4 第 i 行 非 零 元 的 数目 怡 是 vi 的 正 度 ,第 ; 列 非 零 元 的 数目 是 vj 的 负 度 。 


邻接 矩阵 可 以 表示 自 环 , 但 无 法 表示 重 边 。 
无 向 图 的 邻接 矩阵 是 一 个 对 称 抢 阵 , 例 如 图 1, 11 的 邻接 矩阵 是 


1 1 1 1 VY Vs 
10 1 0 1 
A=|1 1 0 1 0 
10 10 1 vs vw 
1 1011 
图 1.11 
1.2.2 权 和 矩阵 


赋 权 图 常用 权 和 什 阵 4 进行 表示 。 其 元 素 
Wiyy (vi sD,) EE E, 


0, 二 


” lo， 其 它 。 
例如 图 1. 5 的 权 和 矩阵 是 
0 3 6 2 4 
3 4.2 0 5 
A=|6 4.2 0 3 0 
2 0 3 07 
4 5 0 70 


1.2.3 关联 拭 阵 


关联 矩阵 表示 结 点 与 边 之 间 的 关联 关系 。 
有 向 图 G 的 关联 逢 阵 B 是 nxm 的 矩阵 , 当 给 定 结 点 和 边 的 编号 之 后 ,其 元 束 
1， 6 一 (oryoi) 人 五。 
b -| /= (Viot) EE, 
0 其 它 。 
例如 图 1. 12 的 关联 矩阵 是 
‘6. 


[es] 
[em 呈 
em 
| 
[= 
| 
ed 
| 一 
| 
Nn 
心 


关联 矩阵 具有 以 下 性 质 ， 
1. 每 列 只 有 两 个 非 零 元 , 1 和 一 1。 
2. 第; 行 非 零 元 的 数目 恰 是 结 点 w 的 度 ,其 中 1 元 的 数目 是 4* (o ) ,一 1 元 的 数目 是 
d (2 。 
3. 能 够 表示 重 边 ,但 不 能 表示 自 环 。 
类 似 地 ,无 向 图 也 有 其 关联 逢 阵 B, 但 其 中 不 含 一 1 元 素 。 
例如 图 .13 的 关联 矩阵 是 
1 1 1 0 0 0 
0 0 1 1 1 
1 1 
v0 0 
0 0 0 


B= 


| 


l 
l 六 
0 1 0 
0 1 


0 
0 
0 
0 1 
1 


于 
[| 


0 0D 


El C2 €3 €1 Ps 86 CT ba bo 

当 邻 接 和 矩阵 和 关联 矩阵 能 够 表示 某 个 图 G 时 ,这 种 表示 图 1.13 
是 唯一 的 ,而 且 十 分 直观 ,但 由 于 它们 不 能 表示 重 边 或 自 环 ,因此 这 种 表示 有 其 局 限 性 , 特 
别 在 使 用 计算 机 对 某 个 图 G 进行 运算 时 ,采用 邻接 拭 阵 或 关联 答 阵 作为 输入 形式 将 占据 
较 大 的 存储 空间 并 可 能 增加 计算 复杂 度 。 因 此 ,为 克服 这 些 缺 陷 , 再 介绍 图 的 另外 几 种 党 
用 表示 方法 。 


1.2.4 边 列 表 

边 询 表 是 对 关联 什 阵 的 列 进行 压缩 的 结果 。 它 由 两 个 m 维 向 量 4 和 B 组 成 , 当 对 局 
的 结 点 和 边 分 别 编号 之 后 ;车 @= 二 Cvs07) 1 则 有 AAR)==i7， BR)==j， 即 A(k) 存 放 第 上 条 边 
始点 编号 ,B(E) 存 放 其 终点 编号 。 如 果 忆 是 赋 权 图 , 则 再 增加 一 个 天 维和 疝 量 QZ , 若 e 的 权 
是 ws， 则 令 ZC&)= 二 rv。 例如 图 1, 14 的 按 列表 示 形 式 是 

4d:(44 1 2 2 2 4) 


B: (1l 1 2 2 4 3 3) 


Z:(5 3 4 6 7 2 4) 


类 似 地 可 以 得 到 无 向 图 的 边 列 表 , 比 如 图 1. 15 的 边 列表 是 


A: (1 1 1 2 2 3) 


B; (4 4 2 4 3 4) 及 es 
5 2 


Z:(58 3 4 7 2 4) vs ca 4 Dy 


1.2.5 正 向 表 


正 向 表 是 对 邻接 矩阵 的 行进 行 蒜 缩 的 结果 。 它 的 特点 是 将 每 个 结 点 的 直接 后 继 集中 
在 一 起 存放 。 有 向 图 的 正 向 表 由 一 个 (z* 十 1) 维 向 量 4, 一 个 m 维 向 晤 B 组 成 。 当 对 GG 的 
结 点 编号 之 后 ,4() 表 示 结 点 w 的 第 一 个 直接 后 继 在 8 中 的 地 址 ,B 中 存放 这 些 后 继 结 
点 的 编号 ,Atn 十 1) 二 m 十 1。 如 果 G 是 赋 权 图 , 则 再 设置 一 个 mw 维 向 量 Z, 用 以 存放 相应 
的 权 值 。 例 如 图 1. 14 的 正 向 表 是 


在 正 向 表 中 存在 下 述 关系 : 
ld (co 一 .40 十 1 一 40) 
2. 4 人 = dr (zi 十 1 
3, 从 BC4(0)) 到 BCACi 十 1) 一 和 的 任 一 个 值 ,都 是 vw 的 直接 后 继 ， 


由 于 无 向 图 的 边 没 有 方向 性 ,所 以 恕 中 存放 的 是 相应 邻接 点 的 编号 ,因而 吾 和 2 都 
要 扩充 为 2m 维 的 向 最 .例如 图 1. 15 的 正 向 表 是 


z[Lslslalizizl7l2[4[s[s[7T4 


1.2.6 逆向 表 


与 正 向 表 相 反 , 逆 向 表 是 对 有 向 图 邻接 扩 阵 的 列 进行 压缩 的 结果 , 它 的 特点 是 将 每 个 
a 8 音 


结 点 的 直接 前 趋 集 中 在 一 起 存放 。 例 如 加 1, 14 的 逆向 天 是 . 


z [STsTrTs TsTT7] 


1.2.7 邻接 表 
这 是 采用 单 链表 结构 表示 一 个 图 。 对 每 个 结 点 w 用 一 个 表 结 点 表示 。 在 这 里 表 结 点 


的 结构 如 下 
EN 


它 共 分 三 个 域 ,邻接 点 域 a 中 存放 该 结 点 的 编 与 ,数据 域 5 中 存放 相应 边 的 数值 , 链 
域 c 中 存放 下 一 个 表 结 点 的 地 址 指针 。 以 图 1. 14 为 例 , 它 的 邻接 表 形 式 加 下 


其 中 QQ) 存 放 结 点 w 的 第 一 个 直接 后 继 宪 结 点 的 地 址 指针 。 邻 接 表 的 特点 是 使 用 灵活 ， 
比如 要 从 图 G 中 删 去 某 条 按时 ,只 要 摘 徐 对 应 的 表 结 点 就 可 以 实现 ; 若 要 增加 某 茶 边 , 也 
只 和 需 增 加 一 个 表 结 点 ,而 不 需要 进行 大 的 变动 。 

边 列表 . 正 向 表 和 邻接 玫 等 都 能 表示 重 边 ,也 能 表示 自 环 .也 就 是 说 ,它们 都 能 唯一 表 
示 任 意 一 个 图 。 而 且 也 都 只 占据 较 小 的 存储 空间 。 领 接 矩 阵 、 关 联 和 矩阵 , 边 列表 , 正 向 表 、 
逆向 吉之 冯 都 可 以 互相 转换 。 为 了 直观 起 见 , 本 书 主要 采用 邻接 矩阵 和 关联 征 阵 表示 图 
G, 在 描述 某 些 算法 时 ,有 时 也 采用 正 向 表 等 形式 的 数据 结构 。 


习 题 一 
1. 证 明 在 9 座 工厂 之 间 , 不 可 能 每 座 工 厂 都 只 与 其 它 3 座 工厂 有 业务 联系 ,也 不 可 
能 只 有 4 座 工厂 与 偶数 个 三 有 业务 联系 ， 
2， 简 单 图 G 中 ,如 果 mr 到 (2 一]) On 一 2 * 证 明 G 不 存在 孤立 结 点 。 
3， 完 全 图 的 每 边 任 给 一 个 方向 , 称 为 有 向 完全 图 。 证 明 在 有 向 完全 图 中 
Dadt (v0)) = > Cd (vi))’, 
4， 三 个 量 杯 容量 分 别 是 8 升 .5 升 和 3 升 , 现 8 升 的 量 杯 装 满 了 水 , 问 怎样 才能 把 水 


分 成 2 个 4 升 , 画 出 相应 的 图 。 
日 。 


5. 6 个 人 围 成 贸 形 就 座 ,每 个 人 恰好 只 与 相 邻 者 不 认识 ,是 否 可 以 重新 入 座 ,使 每 个 
人 都 与 邻 座 认识 ? 

6. 证 明 9 个 人 中 若非 至 少 有 4 合 人 互相 认识 , 则 至 少 有 3 个 人 互相 不 认识 。 

7. 判断 1.? 图 是 否 同 构 ? 


U1 Vy 


ta) (b} 


题 图 1.7 


8. 写 出 题 1.7 图 (a) 的 邻接 矩阵 ,关联 矩阵 , 边 列 表 及 正 向 表 。 
9. 试 编写 有 向 图 G 的 邻接 矩阵 与 关联 矩阵 ,邻接 矩阵 与 正 向 表 , 关 联 矩 咽 与 边 列表 
之 加 互相 转换 的 程序 。 


第 二 章 道路 与 回路 


2.1 道路 与 回路 


定义 2.1.1 有 向 图 G=(V,E) 中 , 蔡 边 序列 二 (ensews… sew) ,其 中 ei 一 (visvj) 满 
是 vi 是 ei 的 终点 ,vw) 是 en 的 始点 , 就 称 P 卫 是 G 的 一 条 有 向 道路 ,。 如果 6 的 终点 也 是 
ec 的 始点 ; 则 称 忆 是 G 的 一 条 有 向 回路 。 

如 果 P 中 的 边 没 有 重复 出 现 , 则 分 别称 为 简单 有 了 向 道路 和 简单 有 向 加 路。 进而, 如果 
在 了 中 结 点 也 不 重复 出 现 ,又 分 别称 它们 是 初级 有 向 道路 和 初级 有 向 回路 简称 为 路 和 回 
路 。 显 然 , 初 级 有 疝 道路 (回路 ?一定 是 简单 有 向 道路 (回路 ) 

例 2.1.1 图 2.1 中, 边 序列 (es1e4ves;e1) 是 有 向 道路 , (eiwessesreises) 是 有 向 回路 。 
(rarereive) 是 简单 有 向 道路 .(eiyeiyelyeasesy 是 简单 有 同 回路 。(ke .esr) 是 初级 有 向 道路 ， 
(eyesyei) 是 初级 有 向 向 路 。 

定义 2.14.2 光 向 图 G== (7 天) 中 , 若 点 边 交 替 序 列 已 = (pen yoisyes re 1svin) 
满足 wisw :是 略 的 两 个 端点 , 则 称 忆 是 6 中 的 -条 链 , 或 道路 。 如 果 迪 一 wo* 则 称 己 是 
C 中 的 -一 个 图, 或 癌 路 。 

如 果 媚 中 没有 重复 出 现 的 边 , 称 之 为 简单 道路 或 简单 回路 , 若 其 中 结 点 也 不 重复 ,又 
称 之 为 初级 省 路 或 初级 回路 ， 


守 2.1 装 2.2 


例 2.1.2 图 2.2 中 边 序列 (eyesee) 是 道路 . (eesesesvei) 是 回路 ;eyesvel， 
cz) 是 简单 道路 , (eyesyeryevyey) 是 简单 问 路 :eeo) 是 初级 道路 ,rev 是 初级 回路 。 

例 2.1.3 设 C 是 简单 图 C 中 含 结 点 数 大 于 3 的 一 个 初级 回路 ,如 果 结 点 vw; 和 wv 在 
C 中 不 相 令 :而 边 (w0) EECO), 则 称 (wirww) 是 C 的 -一条 弦 , 车 对 每 一 个 wEV(G), 都 有 
dloe) 之 3, 则 GG 中 必 会 带 弦 的 回路 。 

证 明 ;: 在 局 中 构造 一 条 极 长 的 初级 道路 P= (Ce, 由 se17 ,不 妨 设 et 一 (Vus V1) Eis = 
(viow)。 由 于 了 PP 是 极 长 的 初级 道路 ,所 以 vs 种 的 邻接 点 都 在 该 道路 上。 由 已 知 条 
件 ,dtw) 守 3, 不 妨 访 Tvwo) 一 {ov， rr Une} 其 中 1 过 jj 过 ,这 时 (risvis 呈 wprvo) 是 一 茶 
初级 回路 .而 tw, ,vi,} 就 是 该 回路 中 的 一 条 弦 ， 

。 11 。 


例 2.14 设 G=(V,EE) 是 无 向 图 ,如 果 VtG) 可 以 划分 为 子 集 多 和 和 YY, 使 得 对 所 有 
的 oe 二 (uyv) EECG) ,a 和 w 都 分 属于 义 或 Y, 则 称 G 是 二 分 图 。 证 明 : 如 果 二 分 图 G 中 存 
在 回路 , 则 它们 都 是 由 偶数 条 边 组 成 的 。 

证 明 : 设 C 是 二 分 图 G 的 任 一 回路 ,不妨 设 mwE 基 是 的 始点 ,由 于 心 是 二 分 几 , 所 
以 党 回路 C 必须 经 过 偶数 条 边 才 能 达到 某 结 点 着 E 天 ,因而 只 有 经 过 偶数 边 才 能 回 到 mm。 

定义 2.1.3 设 避 是 无 向 图 ,车 G 的 任意 两 结 点 之 间 都 存在 道路 ,就 称 G 是 连通 图 ， 
否则 称 为 非 连通 图 。 

如 果 G 是 有 向 图 ,不 考虑 其 达 的 方向 , 即 视 之 为 无 向 图 , 若 它 是 连通 的 , 则 称 G 是 连 
通 图 。 

若 连通 子 图 五 不 是 如 的 任何 过 通 子 图 的 真子 图 , 则 称 鼠 是 C 的 极 大 连通 子 图 .或 称 
连通 支 。 显 然 G 的 每 个 连通 支 都 是 它 的 导出 子 图 。 

例 2.1.5 图 2.1 和 2.2 都 是 连通 图 ,图 2. 3 是 非 连通 图 。 其 中 (a) 有 两 个 连通 支 , 它 
们 的 结 点 集 分 别 是 {oyoayoa} 和 {oos)b) 有 三 个 连通 支 ,其 结 点 集 是 foo fo， 
2 和 1 。 


Dl 
Us v1 
Vs 
[] 5 
Ua 
v ™ 
2 V3 Vy Dy Dy 
(a 、 
) chy 


[名 2.3 1 对 2.4 
例 2.1.6 见 2.4 是 连通 图 , 它 不 含 回 路 ,而且 在 任意 两 结 点 之 间 都 只 有 唯一 的 一 条 
初级 道路 。 这 种 图 称 为 树 , 它 是 含 边 数 最 少 的 连通 图 。 
例 2.1.7 设 G 是 简单 图 ,证 明 当 m> 广 (n 一 1)(n 一 2) 时 ,G 是 连通 图 。 
证 明 ,; 假 定 G 是 非 连 通 图 , 则 至 少 含 有 2 个 连 道 支 。 设 分 别 为 G1 一 (VL,E1) ,G4 二 (Vs; 
E:), 其 中 VG)| = 1Vy(Gs) | 二 nn。 nlTns=n。 由 于 GG 是 简单 图 ,因此 


ECG1)| 所 1 Cn, 一 1 )， 


2 
(G1 所 部 


na C7 一 1)， 


7 扫 : pe 一 1) 十 nm — 1)。 
由 于 1 一 1， 1< 妇 7 一 1 


所 以 mn Dm —1+n— 1) 


= — D(a — 2), 


ss 2 。 


与 已 知 条 件 矛 盾 , 故 C 是 连通 图 。 


2.2 道路 与 回路 的 判定 


通常 可 以 利用 邻接 矩阵 或 搜索 法 判定 某 个 图 G 的 两 结 点 间 是 否 存在 道路 ,或 者 判定 
它 是 否 连通 。 首 先 介绍 邻接 矩阵 的 判定 方法 。 

设 A=(a).ws 是 的 邻接 矩阵 。 由 及 的 定义 ,0 一 1 表示 (wv)EE(G), 即 久 可 以 
通过 某 条 边 e 到 达 ,或 者 说 G 中 有 道路 从 w 到 v,。 根 据 短 阵 乘法 , 设 4: 一 (a 儿 ), 有 


《2) 一 
ui;y 一 Da ® iyo 
&r'l 


4 名 关 0 当 且 仅 当 存在 ,使 a4 一 a 一 1。 也 就 是 说 ,如 果 中 存在 结 点 vi, 满足 (vw)， 
Coo)EECG), 即 经 过 2 条 边 (6 yo00) Corrv) ov; 可 以 到 达 世 时 ,as2 天 0。 同 理 ,440 委 2 
中 的 元 素 a 六 关 0 表示 了 vw 可 以 经 过 i 条 边 到 达 vw;。 因 此 令 
已 = 4 十 旦 十 十 4 

如 果 p=1, 说 明 wv; 有 :条 道路 可 以 到 达 vj。 若 pi 一 0, 即 # 步 之 内 wi 不 能 到 达 vwj; 则 在 GG 
中 不 存在 v; 到 的 路 ,否则 ,车 vw 经 过 LU>n) 步 可 达 vj, 由 抽 必 原理 ,该 道路 上 一 定 存在 
重复 出 现 的 结 点 vi, 而 mw 之 间 的 这 段 路 CC 是 一 个 回路 。 删 去 这 段 回路 v; 仍然 可 达 vj。 由 
于 GG 中 只 存在 个 不 间 的 结 点 ,所 以 只 要 w 有 道路 到 ww, 一定 有 ps0。 

在 许多 实际 问题 中 ,往往 只 要 求 了 解 w 与 vj 之 间 是 否 存在 道路 。 对 此 可 以 采用 逻辑 
运算 的 方法 , 即 

Pid =V a? A an), {= 2,3." no 
相应 地 
P=AVAV- VA 

就 是 图 G 的 道路 拓 阵 。 

用 上 述 方法 求 G 的 道路 矩阵 ,计算 复杂 性 为 O(z)。 以 下 介绍 的 Warshall 算法 是 一 
个 更 好 的 方法 ,其 计算 复杂 性 是 Ot)。 

Warshall 算法 

begin 

1.P< 一 A， 

2.fori=1 ton do 

3, for}=]1 ton do 

4. for k=1 ton do 

pre pik V (Pi A pi), 
end. 
例 2.2.1 采用 Warshall 算法 计算 图 2.5 道路 第 阵 的 过 程 是 : 
«|]3. 
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和 矩阵 了 中 的 粗 体 字 表 示 该 元 素 的 信 在 本 次 循环 中 发 生 改 变 。 

定理 2.2.1 Warshali 算法 的 结果 是 图 G 的 道路 矩阵 ， 

证 明 :该 定理 的 严格 证 明 需 要 对 三 层 循环 分 别 使 用 妇 纳 法 。 现 只 证 其 最 外 层 循环 。 

基 始 ; 当 i==1 时 ， 

ph =payV Cpa A pu)s A=,2, ny j=1,2. on, 
AP 二 1 当 且 仅 当 pa==1 或 pn=pu 一 1, 其 中 pn 一 1 表明 w, 直接 可 达 w,pi 一 pr 二 1 表明 
vi 可 以 经 过 vw 到 达 w。 因 此 p 凡 二 1 当 且 权 当 结 点 集 fv;,v1 ,vi} 之 间 有 vj 到 wi 的 路 。 

i=2 时, p=pDY Cp A pl), b=1,2, nj=12, bp 一 1 当 且 仅 当 py 
二 1 或 p==p 引 二 1, 其 中 p 由 =1 表明 结 点 集 {vj,vi,vi} 之 间 有 vw; 到 wv 的 道路 ; p 仇 和 
/名 为 1 表明 (eolyzvotj 之 间 有 必 通 过 vw, 到达 vw 的 道路 ,因此 ,pp 训 =1 当 且 仅 当 结 
点 集 {v)1:w v29v4} 中 有 5 到 Dt 的 道路 。 

设 i=n 一 1 时 , pn 二 1 当 且 仅 当 结 点 集 feiolyzzo 1ovr} 之 中 有 vw; 到 的 
道路 。 

则 j=n 时, p=pi DV EAB »)， 

下 一 1 .2 天， 一 1 
由 归纳 假设 ， 6 " 玫 明 结 点 集 人 ,osaee soe ob 中 有 到 也 的 路 ,并 2 一 总 2 一 1, 表 
明 结 点 集 和 ;spi v1 wa 中 了 5 有 通过 Zr 到 达 Dr 的 道路 。 因此 ,p 人 ?==1 邑 是 结 点 集 
Too Dhl 之 中 有 vw 到 wi 的 道路 。 
s ]4 。 


采用 搜索 的 方法 判断 G 中 某 一 结 点 w 到 另 一 结 点 ww 是否 存 在 道路 经 常 更 加 方便 。 
常用 的 搜索 法 有 广 探 法 (Breadth First Search) 和 深 探 法 (Depth First Search)。 

广 探 法 (BFS) 是 从 G 的 任 一 结 点 vo 开始 , 找 它 的 直接 后 继 集 T+ (v0) , 记 为 41, 然 后 
对 4 中 的 每 一 结 点 分 别 找 它们 的 直接 后 继 集 ,这 些 直 接 后 继 集 的 并 记 为 4:。 依 此 类 推 ， 
直至 达到 自 的 。 为 了 避免 结 点 的 重复 搜索 ,可 以 首先 对 全 部 结 点 都 给 一 个 标记 “0”, 当 v 
被 搜索 到 时 ,如 果 其 标记 为 0, 则 vw 进入 直接 后 继 集 , 同 时 标记 改 为 1 ,否则 由 于 wi 已 被 搜 
索 因 此 不 再 进入 直接 后 继 集 。 

例 22.2 用 BFS 方法 找 图 2.6 中心 到 ww 的 一 条 道路 。 

解 : 如 果 采 用 正 向 表 的 输入 结构 , 则 有 内 vs 


‘Tr C01) = {vy v6), - Al= {vvo}, 
” r* 《op 一 {ws 6 } 9 


rt 《mw6) 一 {vs "vs} 


“As= {vs rvs}o 
”T+ ws) = {wm }, 
To) 一 fo 
.， “As= {vs}, 
因此 GG 中 存在 vw 到 ww 的 道路 。 
从 土 例 中 可 知 , 用 BFS 方法 求 两 点 间 道 路 的 计算 复杂 性 是 Ot )。 
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图 2.7 
深 探 法 (DFS) 的 特点 与 BFS 截然 不 同 。 它 从 某 一 结 点 wm 开始 ,只 查找 w 的 某 个 直接 
后 继 w, 记 下 wi 的 父亲 ,然后 再 找 m 的 某 个 未 搜索 过 的 直接 后 继 vw。 依 此 类 推 , 当 从 某 
个 结 点 v, 无 法 再 向 下 搜索 时 ,退回 到 它 的 父亲 Vj-1 ;然后 再 找 vj-! 的 另 一 个 未 查 过 的 直接 
后 继 。 形 象 地 说 ,DFS 的 特点 是 尽量 向 下 搜索 ,只 有 碰壁 才 回头 。 
采用 栈 结构 以 及 前 述 的 标记 结 点 的 方法 可 以 完成 DFS 的 搜索 过 程 。 


搜索 结 点 ; 因 Dy 
栈 元 素 ， 
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例 2.2.3 用 DEFS 方法 找 图 2.6 中 vw 到 vw 的 一 条 道路 。 

钙 : 数据 输入 依然 采用 正 向 表 。w 的 第 一 个 直接 后 继 是 war 进 栈 ; ww 的 第 一 个 后 继 
是 U3sUs 进 栈 。 V3 的 后 继 是 了 1 但 已 标记 , 故 退 栈 。 Va 的 另 一 个 后 继 是 Ve srYy 进 栈 ; Ug 的 第 
1 个 后 继 是 已 标记 结 点 wm 第 2 个 后 继 是 ws,u, 进 栈 。v: 的 后 继 是 w。 至 此 ,已 搜索 到 mm 到 
v4 的 一 条 道路 。 整 个 搜索 过 程 可 用 图 2, 7 形象 地 表示 。 其 计算 复杂 性 也 是 OCm)。 


2.3 欧 拉 道 路 与 回路 


1736 年 瑞士 著名 数学 家 惧 拉 (Leonhard Euler) 发 表 了 图 论 的 第 一 篇 论文 “ 哥 尼 斯 人 
七 桥 问 题 "。 这 个 问题 是 这 村 的 , 哥 尼斯 堡 城 被 Pregel 河 分 成 了 4 部 分 ,它们 之 间 有 了 座 
桥 。 如 图 2.8 所 示 。 当 时 人 们 提出 了 一 个 问题 ,能 否 从 城市 的 某 处 出 发 ,过 每 座 桥 一 次 且 
仅 一 次 最 后 回 到 原 处 。 欧 拉 的 文章 漂亮 地 解决 了 这 个 问题 。 他 把 4 块 陆地 设想 为 4 个 结 
点 ,分 别 用 4A、B8、C.D 表示 ,而 将 桥 画 成 相应 的 边 ,如 图 2. 9。 于 是 问题 转化 为 在 该 图 中 是 
否 存 在 经 过 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 的 回路 。 欧 拉 的 论文 给 出 了 解决 这 类 问题 的 准则 ,并 对 七 
桥 问 题 给 出 了 香 定 的 结论 、 


C € 
图 2.8 图 2.9 

定义 2.3.1 元 向 连通 图 G=(V,E) 中 的 一 条 经 过 所 有 边 的 简单 回路 (道路 ) 称 为 G 
的 欧 拉 回路 (道路 )。 

定理 2.3.1 无 向 连通 图 G 存在 欧 拉 回路 的 充 要 条 件 是 G 中 各 结 点 的 度 都 是 偶数 。 

证 明 ; 必 要 性 。 若 G 中 有 欧 拉 回路 C, 则 C 过 每 一 条 边 一 次 且 仅 一 次 。 对 任 一 结 点 vv 来 
说 ,如 果 C 经 由 e 进入 v 则 一 定 通过 另 一 条 边 o 从 离开 。 因 此 结 点 %v 的 度 是 偶数 。 

充分 性 。 由 于 GG 是 有 穷 图 ,因此 可 以 断定 ,从 GG 的 任 一 结 点 ww 出 发 一 定 存在 G 的 一 
条 简单 回路 CC。 这 是 因为 各 结 点 的 度 都 是 偶数 ,所 以 这 条 简单 道路 不 可 能 停留 在 vo 以 外 
的 某 个 结 点 ,而 不 能 再 向 前 伸延 以 至 构成 回路 CC。 

如 果 EG)==C, 则 GC 就 是 欧 拉 回 路 ,充分 性 得 证 。 否则 在 G 中 删 去 C 的 各 边 ,得 到 @ 
二 G 一 C。G 可 能 是 非 连通 图 ,但 每 个 结 点 的 度 保持 为 偶数. 这 时 ,C 中 一 定 存 在 某 个 度 非 
零 的 结 点 了 ,同时 信也 是 C 中 的 结 点 。 和 否则 C 的 结 点 与 G 的 结 点 之 间 无 边 相 连 , 与 G 是 
连 道 图 矛盾 。 同 样 理由 ,从 六 出 发 ,G, 中 心 所 在 的 连通 支 内 存在 一 条 简单 回路 Ci。 显然 C 
UC 仍然 是 G 的 一 条 简单 回路 ,但 它 包括 的 边 数 比 C 多 .继续 以 上 构造 方法 ,最 终 有 简单 
回路 局 ==CUCLIU…UG, 它 包含 了 G 的 全 部 边 , 即 心 是 G 的 一 条 欧 拉 回路 。 

以 上 采用 了 构造 性 证 明 的 方法 , 即 证 明 过 程 本 身 就 给 出 了 问题 求解 的 步骤。 

例 2.3.1 试 找 出 图 2. 10 的 一 茶 欧 拉 回 路 。 
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解 :从 任 一 点 ,比如 vw, 开始 ,可 构造 简 
单 回 路 = (ei seevesrerses)。 G1 一 G 一 C 中 
的 U2rUs 度 非 零 且 是 C 中 的 结 点 ,从 Vy 开 
始 Ci 中 有 简单 回路 C= 二 (esyesyet)。 因 此 
CUC= (eyesresserrer ee ei 人 HT 
的 所 有 边 , 即 是 G 的 一 条 欧 拉 回路 。 

推论 2.3. 1 车 无 向 连通 图 如 中 只 有 
2 个 度 为 奇 的 结 点 , 则 G 存在 欧 拉 道路 。 

证 明 ; 设 内 和 也 是 两 个 度 为 奇数 的 结 G 9 
点 。 作 G =G+(ooo) 则 G 中 各 点 的 度 加 2.10 
都 是 偶数 。 由 定理 2. 3. 1,G 有 欧 拉 回路 ， 
它 包 含 边 (wow)》 删 去 该 边 , 得 到 一 条 从 六 到 思 的 简单 道路 , 它 恰 好 经 过 了 总 的 所 有 边 ， 
亦 即 是 一 条 欧 拉 道路 。 

推论 2.3.2 若 有 向 连通 图 G 中 各 结 点 的 正 . 负 度 相 等 , 则 G 存在 有 向 欧 拉 回路 。 

其 证 明 与 定理 2. 3.1 的 证 明 相 仿 。 

例 2.3.2 七 桥 问题 中 既 不 存在 欧 拉 同 路 也 不 存在 欧 拉 道 路 

例 2.3.3 设 连 通 图 G=(V,E) 有 个 度 为 奇数 的 结 点 ,证 明 ECO) 可 以 划分 成 有 /2 
条 简单 道路 。 

证 明 : 由 性 质 1.1,2 愉 是 偶数 。 在 这 不 个 结 点 间 增 添 &/2 条 边 ,使 每 个 结 点 都 与 其 中 
一 条 边关 联 , 得 到 G',G 中 各 结 点 的 上 度 都 为 偶数 。 由 定理 2.3.1.G' 中 有 了 欧 拉 回路 (这 此/ 
2 条 边 都 在 C 上 有 目 不 相 邻接 ,。 删 去 这 些 边 ,得 到 /2 条 简单 道路 ,它们 包含 了 G 的 所 有 边 。 
亦 即 ECG) 划 分 成 了 /2 条 简单 道路 。 


图 2.11 图 12 
例 2.3.4 一 个 编码 盘 分 成 16 个 相等 的 扇面 ,每 个 月 面 分 别 由 绝缘 体 和 导体 组 成 ， 
。 1]17 。 


可 表示 0 和 1 两 种 状态 ,其 中 a,6bwcsd 四 个 位 置 的 万 面 组 成 一 组 二 进 制 输出 ,如 图 和 11 
所 示 。 试 问 这 16 个 二 进 制 数 的 序列 应 如 何 排列 , 才 怡 好 能 组 成 0000 到 1111 的 16 组 四 位 
二 进 制 输出 ,同时 旋转 一 周 后 又 返回 到 0000 状态 ? 

解 :我 们 发 现 如 果 从 状态 aiaxaseaika,=0 或 1) 逆 时 针 方向 旋转 一 个 月 面 ,那么 新 的 输 
出 是 azasasas ,其 中 有 三 位 数字 不 变 。 因 此 可 以 用 8 个 结 点 表示 从 000 到 111 这 8 个 二 进 
市 数 , 这样 从 结 点 (aaa 可 以 到 法 结 点 (cia 0) 或 foa 1 其 输出 分 别 为 (ee 
ai10 和 (aa 1l). 这 梯 可 以 得 到 图 2.12。 它 是 有 向 连通 图 ,共有 16 条 边 ,是 每 结 点 
的 正 、 负 度 相等 。 由 推论 2. 3,.2, 它 存在 有 向 欧 拉 加 路。 其 中 任 一 条 都 是 原 问 题 的 解 ,比如 
《0000101001101111) 就 是 一 种 方案 。 


2.4 哈密 顿 道路 与 回路 


十 九 世 纪 英 国 数学 家 哈密 顿 (Willian Hamilton) 给 出 了 关于 一 个 凸 12 面体 的 数学 游 
戏 ,他 把 12 面体 的 20 个 顶点 比 作 世 界 上 20 个 城市 .30 条 村 
表示 这 些 城市 之 铬 的 交通 线路 。 如 图 2. 13 所 示 。 啥 密 顿 提出 
能 否 周 游 世 界 , 即 从 某 个 城市 出 发 ,经 过 每 城 一 次 旦 只 -一 次 最 
后 返回 出 发 地 .答案 是 显然 的 ,比如 图 中 的 粗 线 边 就 表示 了 其 
中 一 种 方案 。 

对 于 任何 连通 图 都 可 以 提出 类 似 问 题 。 

定义 2.4.1 无 疝 图 的 一 条 过 全 部 结 点 的 初级 回路 ( 道 
路 ) 称 为 G 的 哈密 顿 画 路 (和 道路) , 简 记 为 电 回路 {道路 )。 

哈密 顿 回 路 是 初级 回路 ,而 不 是 简单 回路 .因此 它 与 区 拉 图 2.13 
向 路 的 概念 不 同 。 当然 在 特殊 情况 下 ,G 的 一 条 哈密 顿 回 路 给 好 也 是 其 欧 拉 回 路 。 鉴于 五 
回路 是 初级 回路 ,所 以 如 果 G 中 含有 重 边 或 自 环 , 删 去 它们 之 后 得 到 简单 图 G' ,那么 妈 和 
人 7 美 于 五 回路 (道路 ) 的 存在 性 是 等 价 的 ,因此 .判定 里 回路 存在 性 问题 一 般 都 是 针对 简 
单 图 。 

例 2.4.1 完全 图 KK,(n 实 3) 中 存在 可 回路 。 

例 2.4.2 图 2.10 的 C 中 不 存在 五 回路 ,但 存在 石 道 路 。 

有 若干 存在 哈密 顿 回 路 (道路 ) 的 充分 性 定理 。 

定理 2.4.1 如 果 简 单 图 G 的 任意 两 结 点 visw 之 间 恒 有 4d(v) 二 dlvj) 之 n 一 1, 则 GG 
中 存在 哈密 顿 道路 。 

证 明 : 先 证 G 是 连通 图 。 若 CG 非 连通 , 则 至 少 分 为 2 个 连通 支 Hi,H;; 其 结 点 数 分 别 
为 n; ,nz。 从 中 各 任 肥 一 个 结 点 名 ;名 ; 则 4) 和 一 1 .4(w) 筷 4 一 1。 故 Aw) 十 4 (vj) 过 
n 一 1。 牙 逢 。 

以 下 证 G 存在 五 道路 。 设 P= 二 (visviorw*stw) 是 G 中 一 条 极 长 的 初级 道路 , 即 vw, 和 
ww 的 邻 点 都 在 PP 上 。 此 时 车 1=n,P 即 为 一 条 玉 道 路 。 着 1 过 <n, 则 可 以 证 明 G 中 一 定 存 
在 经 过 结 点 wiviso" opi 的 初级 回路 。 否则 ,着 边 (vio wv,)EECG), 就 不 能 有 (vi,,v,-_1) EE 
E(G) ,不 然 删 掉 (Cw ,wp，,) ,就 形成 了 一 条 过 这 个 结 点 的 初级 回路 。 于 是 , 设 dCv) 一色 

全。 


则 4d (vw) 和 1 一 一 1, 其 中 减 去 1 表示 不 能 与 自身 相 邻 。 因 此 do 十 de)<2 一 1 与 已 知 
和 矛盾， 所 以 存在 经 过 wii ,uv 的 初级 回路 C。 

由 于 G 连通 ,所 以 存在 C 之 外 的 结 点 w 与 C 中 的 某 点 (w,) 相 邻 。 删 去 (wy , 则 
已 一 (ro ou) 是 G 中 一 条 比 己 更 长 的 初级 道路 。 以 P' 的 两 个 端点 
和 vi, .继续 扩充 .可 得 到 一 条 新 的 级 长 的 初级 道路 。 重复 上 述 这 程 ,因为 G 是 有 穷 图 ,所 
以 最 终 得 到 的 初级 道中 一 定 包含 了 G 的 全 部 结 点 , 即 是 已 道路。 
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图 2,14 图 2.15 
推论 2.4.1 若 简 单 图 的 任意 两 结 点 v 和 vw 之 司 忆 有 dw) 十 dlvj) 之 na; 则 七 中 
存在 哈密 顿 回 路 。 
证 明 : 由 定理 2.4.1,G 有 瑟 道 路 。 设 其 两 端点 是 和 wv,. 若 GG 不 存在 瑟 回路 ,一 定 
有 dw) 十 dn) 过 nn 一 1 之 n, 产 生 耶 盾 。 


推论 2. 4. 2 若 简 单 图 G 每 个 结 点 的 度 都 大 于 等 于 也 , 则 G 有 五 回路。 


利用 推论 2. 4. 1 即 可 得 出 结论 。 

议 下 介绍 一 个 更 强 的 乒 回路 的 存在 性 定理 。 

引 理 2.4.1 设 G 是 简单 图 ,wsvj 是 不 相 邻 结 点 ,县 满足 dw) 十 dv) 之 xn。 则 GG 存 
在 召回 路 的 充 要 条 件 是 G+(uon 有 已 回路 。 
| 证 明 : 必 要 性 显然 . 现 证 充分 性 ,假定 G 不 存在 瑟 回路 . 则 G+ (vv;) 的 瑟 回 路 一 定 

经 过 边 (w1v7) , 删 去 Cvsw);: 即 G 中 存在 一 条 以 viov; 为 端点 的 吾 道 路 ,这 时 又 有 dvwi} 十 

dfwi)<a。 与 已 知 矛盾 。 

定 光 2.4.2 车 和 %, 是 简单 图 GG 的 不 租 
邻 结 点 ,上 且 满足 dv) 十 d(vj) 之 n, 则 今 GG = 十 
(v0), 对 GG' 重 复 上 述 过 程 ,直至 不 再 有 这 样 的 
结 点 对 为 止 。 最 终 得 到 的 图 称 为 G 的 闭合 图 , 记 
作 CCc) 。 

例 2.4.3 图 2.16(a) 的 闭 台 图 是 (b)。 

引 理 2.4.2 简单 图 G 的 闭合 图 CCG) 是 叭 
一 的 。 

证 明 ; 设 COG) 和 CtG) 吓 G 的 两 个 闭合 图 ， 
二 {errers oe} 一 人 arrazrr*oar} 分 别 是 CCG} 和 CetG) 中 新 加 入 边 的 集合 ,可 以 证 
明了 二 上 ;1: 吧 局， (OG) 二 Cs(G}) ,如 车 不 然 ,不 失 一 般 性 , 设 ei.1= (u,v)€ 工 是 构造 CCG) 时 


(a) ‘b) 
图 2.16 
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第 一 条 不 属于 工 , 的 边 , 亦 即 ej 入 C4(G)。 令 妨 =GU {eivezrn"*se}, 这 时 旦 是 C,(G) 也 时 
C2(G) 的 子 图 。 由 于 构造 CCG) 时 要 加 入 ei1; 显 然 量 中 满 是 du) 十 dv) 之 4: 但 (yw) 所 
Cs(G) ,与 Ci(G) 是 G 的 闭合 图 地 盾 。 

定理 2.4.2 简单 图 G 存在 哈密 顿 回路 的 充 要 条 件 是 其 闭合 图 存在 蛤 密 顿 回路 。 

证 明 ; 设 CO)==GUDi, 上 =={ervear"rrve) ,由 引 理 2.4.1 和 2.4.2,G 有 回路 沪 
Ge 有 瑟 回 路 局 … 导 GUL 有 五 回路 。 由 于 CCG) 了 唯一 , 故 定理 得 证 。 

推论 2 4. 1 和 2. 4,2 都 是 定理 2. 4.2 的 自然 结果 。 

推论 2.4.3 设 CG(Cn 关 3) 是 简单 图 , 若 C6CG) 是 完全 图 , 则 和 有 豆 回 路 。 

例 2.4.4 图 2.16(a) 有 五 回路 。 

例 2.4.5 设 n( 之 3) 个 人 中 , 任 两 个 人 合 在 一 起 都 认识 其 余 % 一 2 个人。 证明 这 个 
人 可 以 排 成 一 队 ,使 相 邻 者 都 互相 认识 。 

证 明 ; 每 个 人 用 一 个 结 点 表示 ,相互 认识 则 用 边 连 接 相应 的 结 点 ,于 是 得 到 简单 图 局 。 
车 G 中 有 五 道路 , 则 问题 得 证 ,由 已 知 条 件 , 对 任意 两 点 ww;EV(G) ,都 有 d(v) 十 d (vw;} 
实 x 一 2。 此 时 车 包 与 v; 相识 , 即 (wv,v)) EEC(G), 则 a,) 十 dlv) 之 ns 车 不 相识 , 必 存 在 
viEVCO) ,满足 (wo (piDEECG)。 否 则 , 设 (ze 在 三 CC) 就 出 现 wu 合 在 一 起 
不 认识 w ,与 原 设 矛盾 。 因 此 也 有 do) 十 doi) 字 mx 一 1。 综 上 由 定理 2.4.1.G 中 存在 吾 道 
路 。 

例 2.4.6 证 明 图 2.17 中 没有 五 回路 。 

证 明 :H 回路 是 经 过 每 个 结 点 一 次 的 初级 回路 。 经 观察 ， 
如 果 给 某 个 结 点 标 以 4; 它 的 邻接 点 标 以 B,8 的 邻接 点 再 标 
以 A; 则 可 顺利 标 完 G 的 全 部 结 点 。 车 上 G 中 有 五 回路 ,该 各 
路 一 定 是 沿 A8AB"…AB 走 完全 部 结 点 , 即 标 4 与 标 B 的 结 
点 数 相同 ,由 于 |7Y(G) | 是 奇数 ,因此 GG 中 没有 闻 回路 。 

例 2.4.7 地 图 不 存在 相交 的 边界 。 如 果 一 个 地 图 中 有 
下 回路 , 则 可 以 用 4 种 不 同 颜色 对 它们 的 域 进行 着 色 , 使 相 
邻 的 域 染 不 同 的 颜色 。 

证 明 :我们 用 一 个 示意 图 加 以 直观 的 说 明 。 设 吾 ( 粗 线 
边 ) 是 G 中 的 一 个 哈密 顿 回路 , 则 再 将 G 的 域 划 分 成 回路 内 
外 两 部 分 ,每 一 部 分 的 域 用 2 种 颜色 可 以 染色 ,满足 相 邻 域 染 
不 同 颜色 。 不 然 ,一 定 存 在 三 个 以 上 的 域 互 相 邻 接 的 情形 , 此 
时 必 出 现 v 这 样 的 结 点 。 这 与 对 是 哈密 顿 回路 相悖 。 鸭 此 结 
论 正确 。 

一 般 铺 况 下 ,给 定 一 个 图 避 , 判 定 它 是 否 存 在 上 H 回路 . 需 
要 使 用 搜索 法 。 首 先 去 掉 重 边 和 自 环 ,然后 采用 DFS 等 算法 
是 可 以 实现 的 。 但 是 在 最 坏 情况 下 其 计算 复杂 度 与 1 成 正比 , 它 是 属于 NP(Nondetrer- 


minjstic Polynomial) 完 全 问题 。 
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2.5 旅行 商 问 题 


上 节 讨 论 的 哈密 顿 回路 不 涉及 边 的 长 度 。 但 是 在 许多 实际 问题 中 ,每 条 边 都 可 以 有 它 
的 权 。 边 权 可 以 是 该 路 的 长 度 ,旅行 的 费用 或 所 需 的 时 间 。 这 样 需 要 在 可 能 众多 的 回路 
中 挑选 总 长 最 短 ( 或 总 化 费 最 省 , 旅途 时 间 最 少 ) 的 一 条 。 显 然 这 种 问题 的 求解 难度 也 非 
常 大 。 

给 定 一 个 正 权 完全 图 , 求 其 总 长 最 短 的 哈密 顿 回 路 ,这 就 是 著名 的 旅行 商 问题 。 容 易 
知道 ,对 个 结 点 的 完全 图 ,存在 二 (一 1)! 个 不 同 的 万 回路 ,旅行 商 同 题 也 属于 NP 完 


全 问题 .如 果 采 用 枚 举 法 ,将 需要 对 专 (n 一 1)! 个 不 同 的 HH 回路 进行 比较 ,在 # 较 大 时 ,这 
在 计算 上 是 不 可 行 的 。 对 这 类 问题 -种 好 的 精确 求解 法 是 分 支 与 界 法 。 以 下 我 们 举例 说 
明 它 的 基本 思路 。 

例 2.5.1 2. 19 表示 5 个 城市 间 的 铁路 线 , 各 边 的 值 
表示 该 线路 的 旅途 费用 。 求 从 vw 出 发 经 各 城市 一 次 且 仅 一 次 
最 后 返回 w 总 费用 最 省 的 一 条 路 径 。 

解 ; 该 问题 就 是 求 G 的 一 条 最 短 的 五- 回路 。 采 用 分 支 与 
界 法 的 基本 思路 是 ; 

1. 首先 将 边 权 由 小 至 大 排序 ,初始 界 do*-oo。 该 例 中 

Qs As3 U2 Als Gl Miz 23 03 23 24 G25 

tj: 3 4 4 9 10 10 11] 13 16 20 
为 了 尽快 找到 最 优 解 ,我 们 采用 DFS 方法 和 以 下 的 分 支 判 断 罗 
步 又 ， 

2. 在 边 权 序列 中 依次 选 边 和 进行 深 探 ,直至 选取 nn 条 边 , 判 断 是 否 构 成 H 回路 (每 个 结 
点 标号 只 出 现 2 次 ,有 这 些 边 只 梅 成 一 个 癌 路 ) ,若是 ,de 一 dr) 结束. 

该 例 中 

dtsi0 =dt1)—=qd( (aaa de) = 30。 

由 于 vw 出 现 了 3 次 , 故 非 所 求 。 

3. (继续 深 探 〉 依次 删除 当前 * 中 的 最 长 边 ,如 入 后 面 第 一 条 待 选 边 , 进 行 深 探 ,如 
果 它 是 总 回路 且 dns)<ado, 则 dd 作为 界 。 

4.( 退 栈 过 程 ) 不 能 再 深 探 时 需要 退 栈 。 如 果 栈 空 ,结束 .其 最 佳 值 为 4,。 否则 如 果 
新 分 支 的 d(s.) 之 d, ,继续 退 栈 : 若 d(s,)<<qd,, 转 3， 

整个 求解 过 程 如 图 2. 20 所 示 , 其 中 ,表示 删除 aaiy 表 示 保 留 该 边 , 由 于 d(6)=32， 
是 合理 解 , 同 时 其 余 分 支 的 值 都 大 于 它 , 因 此 它 是 最 短 的 召 回路 。 

图 2. 20 中 

d=ad liassadradlidiindl2) = 30, 
dt2)=daadsd rd dA 一 30。 
dt3)=d(a3rd drd ud) =31, 


?1}: 


d(8) 
图 2. 20 


d{4)=d as sddsradmr di) =33 “ 
d(5)=d (4s rds rs A1) = 31。 
d{(6)=d(ass radis rai dau) =32 " 
d{7) =d asst ds di rd) = 32, 
d(8)=d (Qs 0 rdu di 101s) = 36, 

所 以 最 优 解 为 406) 一 32。 

由 于 对 边 权 进行 子 排序 ,因此 每 删 去 一 条 短 边 , 增 -- 条 长 边 . 其 总 和 是 非 减 的 。 即 该 结 
点 以 下 分 支 的 各 种 状态 的 值 都 不 会 小 于 该 虚 的 值 。 同 时 由 于 一 -切合 理 的 与 不 合理 的 解 都 
大 于 等 于 zd, 因 此 dd 必 为 最 优 解 。 

从 以 上 分 析 看 ,这 种 搜索 过 程 是 在 不 断 地 构造 分 支 与 确定 界 值 。 一 旦 确定 了 界 值 , 则 
对 大 于 等 于 界 值 的 分 支 不 再 搜索 ,而 且 最 后 得 到 的 办 值 就 是 问题 的 最 佳 解 . 国 此 这 种 方法 
称 为 分 支 与 界 法 .从 该 例 看 ,分 支 与 界 法 比 校 举 法 优越 得 多 ,但 是 在 最 坏 情 况 下 ,其 计算 复 
杂 度 仍 为 O(z1)。 因 此 在 实际 问题 中 ,人 们 经 常 采用 近似 算法 求 得 问题 的 近似 最 优 解 ,从 
而 避免 尘 输 的 计算 量 。 

在 设计 近似 算法 时 ,往往 需要 对 原 问题 增加 一 些 限制 ,以便 能 够 提高 计算 速度 和 近似 
效果 。 而 这 些 限 制 又 常常 都 是 比较 符合 实际 的 .比如 旅行 商 问 题 里 的 限制 是 ;(1)G 是 无 向 
正 权 图 。(2) 符 合 三 角 不 等 式 , 即 任意 结 点 vi,v; 和 全 之 间 , 两 边 长 度 之 和 大 于 等 于 第 三 边 
长 庶 。 在 这 些 条 件 下 ,旅行 商 问 题 有 多 种 近似 算法 。 这 里 我 们 介绍 “便宜 ”算法 ， 

算法 描述 如 下 ， 

a. 置 3 一 (2,3，…zj，ruCiiD)<0, Re， 序列 了 一 (1,1)， 

whlisk)=wi,l), iES, 
b. 在 3 中 , 令 
» 22 。 


wj mipwtik), 
对 回路 了 工 中 的 边 ( wD ,tt ， 
车 wj 一 wl wj wt), 
则 j 搬 入 到 工 的 yt 之 间 , 否 则 j 插 入 到 六 的 :i; 之 间 ， 
Sad—j 
车 5= 人 ,结束 。 耕 则 转 。 
c, 对 全 部 iE5, 回 
wisk) min (rel k) .wi, i)), 
转 方 。 
算法 中 ,7 是 一 个 不 断 扩充 的 初级 回路 ,最 初 是 -- 个 自 环 。 在 步骤 中 ,首先 选取 人 中 
与 7 距离 最 近 的 一 个 结 点 j, 设 (, 乓 是 相应 的 边 。 这 时 结 点 了 或 播 入 到 铬 路 了 中 + 的 前 
面 ,或 插 到 其 后 。 这 根据 j 播 人 后 铝 路 了 长 度 增 基 的 大 小 而 定 。 即 如 果 ze( 间 十 ze ) 
一 记 人 1) 委 友 人 十 zj 一 mttsfr) 则 插入 到 :与 吉之 间 。 再 刚 在 上 与 所 之 间 。 这 就 
是 “便宜 ”的 含义 。 
例 2.5.2 已 知 图 的 权 宏 阵 .其 旅行 商 间 有 题 采 用 贫 宜 委 法 近似 求解 的 计 程 如 图 
2. 21 所 示 。 
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18 
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18 18 
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图 2.21 
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定理 2.5.1 设 正 权 完全 图 的 边 权 满足 三 角 不 等 式 ,其 旅行 高 问题 的 最 佳 解 是 0.. 便 
。23 。 


宜 算法 的 解 是 了,。 则 地 <2。 

证 明 ; 设 往 初级 回路 7 中 每 加 入 一 个 结 点 j 后 ,该 回路 的 增 量 是 6,5j= 二 wi 十 Ww 一 
zw。 我 们 将 证 明 & 与 最 佳 解 中 除 最 长 边 之 外 的 某 条 边 { 设 长 度 为 lw) 形成 对 应 ,并 且 训 专 
2iu, 

初始 7 一 0, 当 加 入 一 个 结 点 了 后 ,由 于 wj11) 一 migw(i,1) ,当然 wlj+1) 不 会 大 于 
O, 中 结 点 1 所 关联 的 两 条 边 中 任意 一 个 边 权 。 取 其 中 小 的 边 权 为 lu, 自 然 有 侣 志 2lx。 在 
G 中 删 去 权 为 lu 的 边 , 即 构成 对 应 。 

设 了, ,时 满足 条 件 , 则 构造 了 . 时 ,O, 中 肯定 有 一 些 尚 
未 铀 除 的 边 与 了 :中 的 结 点 关联 ,和 否则 与 O. 是 鼠 回 路 矛 
盾 。 设 其 中 最 短 边 是 (p,9) ,如 图 2. 22 所 示 。 假 定 此 时 电 算 
法 加 入 了. 的 边 不 是 (p,q) ,而 是 (j,1)。 显 然 


w(t) (pg), (1) 
由 不等式 
Ww Tw ti), i=1,2, 
wjrt Ew pq) wt st) 。 (2) 图 2.22 
由 (1)(2) 式 立 得 
2 (p19) 。 


此 时 与 O, 中 的 边 (p,9) 对 应 ,删除 (p,q9)。 因 此 工 , 时 也 满足 条 件 。 定 理 得 证 。 

便宜 算法 的 计算 复杂 度 是 OCn?)。 其 效率 比 榴 举 法 或 分 支 与 界 法 要 高 得 多 。 虽然 从 理 
论 上 讲 它 的 近似 程度 并 非 理 想 ,但 是 在 实际 上 它 与 最 优 解 常常 十 分 接近 .。 比如 例 2. 5.2 的 
最 优 解 是 107 ,而 便宜 算法 的 解 .是 109。 


2.6 最 短路 径 


以 下 三 节 讨 论据 权 图 的 最 优化 道路 .它们 都 具有 了 明显 的 实际 背景 ,有 相当 重要 的 应 用 
价值 。 

按照 实际 问题 的 模型 ,最 短路 径 问 题 可 以 包括 : 

1. 某 两 结 点 之 癌 的 最 短路 径 。 

2. 某 结 点 到 其 它 各 结 点 的 最 短路 径 。 

3, 任意 两 结 点 之 间 的 最 短路 径 。 
相应 地 图 G 各 边 的 权 zk(e) 还 可 以 有 如 下 特点 :(a) 均 大 于 0;(5) 均 等 于 1;(c) 是 任意 实 
数 。 容 易 看 出 ,如 果 模 型 2 得 到 解决 ,模型 1 和 模型 3 就 能 迎 妨 而 和 解 。 因 此 我 们 将 只 依 边 
权 的 三 种 情形 讨论 模型 2 的 最 短路 径 ,并 且 局 限于 求 w 到 其 它 各 点 的 最 短路 径 。 

z 到 的 一 条 路 径 PO) 的 长 度 记 为 x(i)。 


we 表示 这 e= 一 (oz 的 权 , 也 记 为 zov。 结 点 w 到 的 最 短路 经 就 是 满足 上 式 的 极 小 的 
TD)。 
0 


如 时 一 条 长 度 为 x(i) 的 道路 P(i) 中 包含 有 回路 CC, 令 P'(i) 是 其 中 不 含 C 的 初级 道 
路 ,显然 x(i 一 (十 Fr4C)。 其 中 到 CD) 表示 回路 C 的 长 度 。 若 x(C)<<0, 即 CC 是 负 长 回 
路 , 则 w 到 wi 不 可 能 有 最 短路 径 ; 若 #(C) 之 0; 则 zr (站 志 r( 站 , 即 v 到 w 的 最 短路 径 一 定 
是 初级 道路 。 本 节 讨 论 的 都 是 无 负 长 回路 的 图 。 


2.6.1 正 权 图 中 vw 到 各 点 的 最 短路 径 


引 理 2.6.1 正 权 图 G 中 ,如果 PO) 是 v 到 的 最 短路 ,上 且 wjEP(), 则 PC) 是 vw 
到 vw; 的 一 条 最 短路 。 

证 明 :如 果 已 ( 力 不 是 最 短路 , 则 存在 一 条 最 短路 已 (站 ,使 (站 之 x( 站 ;这样 GD) 一 
开 ) 二 R12 过 二 (站 十 rr(j 4 门 , 与 POG) 是 最 短路 矛盾 。 

引 理 2.6.2 正 权 图 中 任意 一 条 最 短路 径 的 长 度 大 于 其 局 部 路 径 长 度 。 

结论 是 显然 的 。 

假定 已 经 知道 从 vi 到 其 余 各 点 的 最 短路 户 (i0) (4 一 1,2,…,n) ,并且 满足 

Xx(1)=A GT ET )。 
由 引 理 2. 6.2 知 ,着 >>1UU 之 1), 则 Pti) 不 可 能 是 P(i,) 的 一 部 分 。 青 由 引 理 2. 6. 1 可 得 
A (i= minr Ci) TW .oe 


这 就 是 最 短路 径 的 Dijkstra 算法 的 基础 。 


Dijkstra 算法 描述 如 下 : 
; ETT 
, 置 5 二 {2,3,%* yn}, x(1) 二 0， = 人 . " 
各 n nt nt 0 其 它 
b. 在 5S 中, 令 
(mipa (ti). 
置 5<5 一 {站}， 


若 $ 一 多, 结束 。 否 出 转 c。 
c- 对 全 部 iE5 人 T+ , 置 
Ramintati), xj) +rw,), 
转 b。 
其 中 执行 步骤 c 时 ,7 已 属于 SCV(G) 一 8), 因 此 5 中 
可 能 使 x(i) 发 生变 化 的 只 能 是 j 的 直接 后 继 。 
例 2.6.1 用 Dijikstra 算法 求 图 2. 23 中 心 到 其 余 各 
点 的 最 短路 过 程 如 下 : 
1.x(3)=minrn(i)=1, 
xr{(2)=6,7(4)= 00, 
(5)=3,7(6)=8, 
2.x(5) 一 minrfi) 一 3， 
AX(2)=6,.r(4)=8,r(6)=8, 
8: xr(2)=minn(i) = 6, 
FC4) 一 8rt6) 一 7， 
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4.x(6)—=minn(i)=7. 
nr(4)=8, 
5.7X(t4)=mina(i) =8, 
为 了 得 到 具体 的 路 径 走 向 , 可 以 增设 一 个 二 维 向 量 @, 初 值 均 为 1; 然 后 将 步 又 c 改 
为 : 
c, 对 全 部 iESNTY 
车 x (2)>x (7) 十 wi， 
刚 z (wi 
转 5。 
这 样 ,Q(7) 中 存放 的 是 最 短路 P( 让 中 wv 的 直接 前 趋 的 结 点 号 。 比 如 上 例 运算 结 东 时 QQ 中 
的 值 是 


[sh :| :| : 


例如 只 中 可 查 ,Q(6) 下 v2 人 Q(2) 二 wi 入 (5) 二 tw3;:@(3)= 二 v4 ,因此 最 后 可 以 得 到 wv 到 wi 的 
最 短 道 路 是 (vv3 svs vv 1vs)。 

Dijkstra 算法 的 正确 性 前 面 已 经 论述 ,以 下 讨论 其 计算 复杂 度 。 

算法 的 基本 步骤 是 上 和 *。 如 所 需要 的 比较 次 数 取 决 于 所 采用 的 数据 结构 。 如 果 S$ 使 
用 特征 向 量 理 存储 ,使 
1， 若 iE5。 
0， 其 它 。 
那么 在 b 的 迭代 需要 13 | 次 比较 ,总 比较 次 数 是 却 z(n 一 1)。 

如 困 采 罩 邻 接 天 的 形式 表示 图 G, 由 于 每 个 结 点 的 直接 后 继 峰 序 可 查 , 那 么 步 又 c 最 
多 禹 可 mm(== >》 1d7) 次 加 法 和 比较 。 这 样 Dijkstra 算法 的 计算 复杂 性 是 OCm) 十 On?)。 


i)= 


2.6.2 边 权 为 1 时 vy 到 各 点 的 最 短路 


在 育 些 情况 下 ,图 G 所 有 的 边 权 都 相同 。 这 时 可 以 对 Dijkstra 算法 进行 改进 ,从 而 计 
算 v; 到 其 余 各 点 的 最 短路 径 。 
算法 描述 如 上 下， 
a 贮 T)= 二 0 X00) 二 :x ,1 完 2， 
有 :=0。 S11}, So= {1}。 
b, 第 大 步 
绾 = 门 $， 
XO) = iE Si 
S=SUS Ls 
c. 车 181 一 jV(G)|, 结 来 ;否则 <- 十 1, 转 了 b。 
当 算 法 进行 第 次 适 代 时 ,已 经 有 Si= 人 |x0) 二 如 以 及 5S= 人 三 | 仆人 k}。 此 外 下， 
表示 结 点 集 $, 中 所 有 结 点 的 直接 后 继 集合 。 
v6. 


例 2.6.2 使 用 本 算法 求 图 2. 24 中 wm 到 其 余 各 点 的 最 短路 径 过 程 如 下 
a. 加 (1) 一 0 人 一 oo， 
i—2,3.4,5,6,5= 11}, 
b.&=0,s0={1},s = {2,3}, 
A2) =A3)—1,3—= (1,2,3}, 
c, 并 一 1，sz 一 {4 5，6}， 
rt4) 一 T(5) 一 fT(6) 一 2 一 TIGC)。 
qd,erd 。 | 
定理 2.6.1 如 果 图 G 是 以 正 向 表 或 邻接 表 的 数据 结构 表示 , 则 本 算法 的 计算 复杂 
性 是 OCm)。 


2.6.3 边 权 任意 时 到 各 点 的 最 短路 


当 存 在 负 权 边 时 ,情况 会 变 得 复杂 一 些 。 对 一 条 权 为 
wj 的 边 (vi,wvj) 来 说 ,因为 从 wv 到 ww 的 最 短路 可 能 经 过 w， 
假定 wj<<0, 在 G 一 ej 中 很 可 能 #07)<<x0) ,例如 在 某 个 图 交 
G 中 ij 一 一 2, 而 G 一 or 有 一 一 8,r( 力 一 7, 就 符合 这 种 vs 
情况 。 如 果 仍 然 采 用 Dijkstra 算法 , 刚 =( 旋 至 少 为 7, 而 不 
是 最 多 为 6。 因 此 ,在 有 负 权 边 时 ,Dijkstra 算法 可 能 失效 ，” 

Ford 给 出 的 算法 解决 了 这 一 问题 , 现 措 述 如 下 。 

a, 置 xX(1) 二 0,x(i) = 二 00， i=—=2,34." Ny 

b.i 从 2 到 nn, 令 


TminLr Ga) ,min Cr(ty) wa)], 
jer 


c, 若 全 部 xr(i) 都 没 变化 ,结束 ;否则 转 5。 
在 算法 的 每 一 步 ,x() 都 是 从 vi 到 vw 的 最 短路 径 长 度 的 上 界 。 由 于 不 存在 负 长 回路 ， 
因此 vw; 到 ww 的 最 短路 长 度 是 wti) 的 下 界 。 
由 于 x*() 在 减 小 而 且 有 下 界 , 所 以 算法 收 敏 同时 存在 极限 .以 下 证 明 该 极 值 确 是 从 
2 到 wv; 的 最 短路 长 度 。 设 算法 结束 时 ,对 某 个 结 点 v, 有 x(s) ,假定 它 经 过 的 路 径 是 (1 ,5， 
5 15952518) 显然 有 
R38) = 5) Tw ss 1 二 十 (Si ys)， 
对 从 科 到 的 另 一 条 路 径 , 比 如 Ap 一 (1 加 加 -5) ,由 于 步 又 5 的 等 式 成 立 , 所 以 有 
AMD 
KD xt Ew tat ), 


Ld 


图 2.24 


xT) — Rw ,tt), 
Bx)w tp =rw {tw ws) 
因此 x(s) 是 从 vi 到 的 最 短路 长 。 算 法 的 正确 性 得 证 。 以 下 讨论 计算 复杂 性 。 
如 朵 采用 逆向 表 结 构 , 步 骤 b 需要 进行 m 次 加 法 和 比较 ,现在 分 析 c, 即 b 要 内 代 的 
a 27 a 


次 数 。 假 定 没有 负 回 路 , 则 从 v, 到 任何 其 它 结 点 的 最 短路 径 不 会 超过 ”一 1 条 边 , 因 此 经 
过 = 一 1 次 选 代 之 后 r(i) 将 保持 不 变 。 当 然 如 果 在 第 二 次 选 代 时 它 仍 在 发 生变 化 ,只 能 说 
明 存 在 负 长 回路 。 因 此 有 

定理 2.6.2 在 最 坏 情 况 下 Ford 算法 的 计算 复杂 性 是 OCmn)。 

例 2.6.3 使 用 Ford 算法 求 图 2,25 中 vw 到 其 它 各 点 最 短路 的 过 程 如 下 : 

a. x(1)~—0, x(2)—x(3)—r(4) a 
一 f(5) 一 r(6) 一 co。 
.AX(2)=7, x(3)=8,x(4)=11, 
Xr(5)—8, x(6)=9, 

c.n(2)=7, x(3)=6,x(4)=10, 

Ax(5)=8, x(6)=8, 
d. a(t2)=7., x(3)=6 ,x7(4)=10, 
xf(5) 一 8，r(6) 一 8。 

由 于 Ford 算法 主要 取决 于 步骤 bb 的 选 代 次 数 ,因此 
G 中 结 点 被 检查 的 次 序 对 算法 收 伍 的 快慢 显得 很 重要 。 比 如 , 若 人 中 负 权 边 数 很 少时 ,可 
以 先 忽 略 ( 相 当 于 删除 ?它们 而 采用 Dijstra 算法 ,这 样 可 以 得 到 一 个 结 点 序 , 并 把 从 mw 
到 各 点 的 无 负 权 边 时 的 最 短路 长 度 作 为 上 界 . 用 它 取代 步骤 a, 就 能 有 效 地 提高 算法 的 效 
率 。 

例 2.6.4 对 图 2, 25 采用 这 样 改进 后 的 运算 结果 是 ， 

a. 7(1)=0, x(2)=7,x(3)=8, x(4)=10, xr(5)=—8, x(6)=9, 

因此 结 点 序 是 (1,2,3,5,6,4)。 

b,xt2)=7, xt3)=6, x(0)—=8, x6)=8, x(4)=10, 

b,xt2)=7, x(3)=6, x(5)=8,7(6)=8, x(4)=10, 


ea 


图 2.26 


2.7 关键 路 径 


一 项 工程 任务 ,大 到 建造 一 座 水 坝 ,. 一 枚 航天 火箭 ,一 座 体 育 中 心 , 小 至 组 装 一 台 机 
床 , 一 架 电视 机 ,都 要 包括 许多 工序 。 这 些 工序 相互 约束 ,只 有 在 某 些 工序 完成 之 后 ,一 个 
工序 才能 开始 。 即 它们 之 间 存 在 完成 的 先后 次 序 关 系 , 一 般 认 为 这 些 关 系 是 预知 的 ,而 且 
也 能 够 预计 完成 每 个 工序 所 需要 的 时 间 。 这 时 工程 领导 人 员 人 迫切 希望 了 解 最 少 需 要 多 少 
时 间 才 能 够 完成 整个 工程 项 目 , 影 响 工程 进度 的 要 害 工序 是 娜 几 个 ? 

本 节 我 们 只 研究 其 中 的 一 种 特例 , 即 工序 之 人 只 存在 时 间 次 序 的 约束 ,也 就 是 说 如 果 
某 工序 i 尚未 完成 ,工序 j 就 不 能 启动 。 这 样 ,工程 可 以 被 分 解 为 一 些 基 本 工序 ,工序 i 所 
需 时间 用 rw 表示 ,工序 之 间 的 约 东 情况 可 以 用 边 来 表示 。 这 样 可 以 得 到 两 种 类 型 的 图 。 


2.7.1 PT 图 


在 PT(Potentialtask graph) 图 中 ,用 结 点 罕 示 工序 ,如 果 工 序 i 完成 之 后 工序 / 才能 
户 动 , 则 图 中 有 一 条 有 向 边 {i, 让 ,其 长 上 庶 ww 表示 工序 i 所 需 的 时 间 。 
28 。 


例 2.7.1 建造 一 座 楼 房 底 晨 的 工序 共有 10 个 ,如 表 2.7.1 所 示 。 各 工序 所 需 的 时 
间 是 确定 的 。 
表 2.7.1 


法 
中 
人 
劳 


所 短 时 间 ( 天 ) 先 序 工序 


mA 一 
潜 | 国 | 是 | 可 
思 | 疲 | 小 | 红 
琅 | 冰 | 由 | 司 
总 | 蘑 | 课 | 误 
Hi 


FE 
恬 
证 
嫩 


相应 的 PT 图 是 图 2. 26。 图 中 性 表示 作业 i, 以 vw 为 始点 的 边 权 是 作业 wi 的 时 间 。 作 
下 vw 最早 开始 时 间 应 在 以 vi 为 终点 vs 
的 作业 完成 之 后 .例如 作业 w 只 能 在 
20 时 刻 才能 开始 ,23 时 刻 才 能 完成 ， 
而 作业 ww 需 24 时 刻 才 能 完成 ,因此 
作业 w 最 早 只 能 在 24 时 刻 才 能 开 
始 。 因 此 ,作业 六 的 最 早 开始 时 间 人 恰 
是 v 到 ~ 的 最 长 路 径 长 度 ,整个 工程 
的 最 早 完 工时 间 是 ww 到 w 的 最 长 路 
长 度 。 

这 种 图 必定 不 存在 有 向 回路 , 否 图 2.26 
则 某 些 工序 将 在 自身 完成 之 后 才能 开始 ,这 显然 不 符合 实际 情况 。 

引 理 2.7.1 不 存在 有 向 回路 的 图 G 中 ,一 定 存在 负 度 及 正 度 为 零 的 结 点 。 

证 明 : 在 G 中 构造 一 条 极 长 的 有 向 道路 已 , 设 已 的 始点 为 ,终点 为 z, 就 有 cd (w) 
<=0dr (vv,) 二 0。 假 定 d (vj) 关 0, 则 一 定 有 边 (wsw)EECG), 若 wvEP, 那 么 G 存在 有 向 
回路 ; 若 w 人 也 , 则 P 不 是 极 长 道路 。 因 此 dtw)=0。 同 理 可 证 d* (wv,) 一 0。 

在 PT 图 中 增加 两 个 虚拟 结 点 wv。 和 vw, 使 所 有 负 度 为 0 的 结 点 都 是 w 的 直接 后 继 ， 
所 有 正 度 为 0 的 结 点 都 是 w 的 直接 前 趋 。 这 些 边 的 权 都 为 0, 这 祥 得 到 的 图 C 仍然 不 存 
在 有 向 回路 。 

定理 2.7.1 设 G 不 存在 有 向 回路 ,可 以 将 C 的 结 点 重新 编号 为 v1 ,vi,… ,ww ,使 得 
对 任意 的 边 (vwi,w)EE(G), 都 有 i<j。 

证 明 ; 由 引 理 2.7.1,G 中 存在 %, 满 足 4d- (vw) 一 0, 对 之 重新 编号 为 vi。 在 G 中 删 去 
vi, 得 到 G'==G 一 vi,G' 是 G 的 导出 子 图 ,因此 也 没有 负 回 路 ,这 样 可 以 将 G' 中 其 个 负 度 为 
0 的 结 点 重新 编号 为 v's, 再 作 G' 一 v2, 依 此 类 推 ,可 将 G 的 全 部 结 点 重新 编号 ,此 夺 ,G 中 
所 有 的 边 都 是 从 编号 小 的 结 点 指向 编号 大 的 结 点 ,否则 与 编号 的 原则 相悖 。 
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这 样 编号 以 后 ,假定 可 到 各 点 的 最 长 路 径 长 度 依次 是 
0 一 (CT ) rz) A ) ， 
出 tt) = max xl ) 十 万 (5 )， 
这 就 是 最 长 路 径 算 法 的 基础 。 
算法 1， 最 长 路 径 算 法 ， 
4. 对 结 点 重新 编号 为 wj ,oo 
b. x }e—0, 
Cc. 对 从 2 到, 令 
A ) = max Crkw 7) 十 regw so ) 


1 
™ 


十, 结束 。 
由 于 结 点 编号 时 只 判别 负 度 为 0 的 结 点 ,如 果 已 经 求 出 每 个 结 点 的 负 度 ,那么 当 需 要 
删除,( 即 对 ww 重新 编号 ) 时 , 则 vw 直接 后 继 的 人 负 度 部 减 1。 因为 > C0) 三 2, 所 以 步 


名 a 需要 m 次 减法 各 判断。 同 理 , 在 步 又 c 计算 rt ) 时 ,只 要 判断 它 的 直接 前 趋 玉 ,所 以 
c 总 共和 需要 m 次 加 法 和 比较 。 综 上 算法 1 的 计算 复杂 性 是 Cm)。 

由 前 所 述 ,算法 ] 所 得 到 的 最 长 路 径 是 一 条 关键 路 径 。 其 长 度 即 是 整个 工程 最 早 的 完 
工时 间 。 国 此 ,这 条 路 径 上 的 工序 是 不 能 延误 的 , 否 旭 将 影响 工程 的 完 或 。 但 是 对 于 不 在 
关键 路 径 上 的 工序 ,是 否 允 许 延 误 ? 如 果 人 允许 ,最 多 能 够 叉 误 多 长 时 间 呢 ? 

设 x(w,) 是 工程 完工 的 最 时 时间, 工序 i 的 最 晚 启动 时 和 间 应 该 是 

FE 一 和 人 tn) 一 下 (TY 
其 中 x(wo0s) 表 示 VY; 到 T's 的 最 长 路 长 度 。 

4 到 的 最 长 路 径 等 于 C 的 转 置 如 ( 即 其 权 和 矩阵 的 转 叶 所 对 应 的 图 ) 中 居 浊 v 的 最 
长 路 径 。 因此 把 心 的 各 边 刘 向 倒置 而 权 值 不 变 就 得 到 心 。 由 于 C 不 含有 向 回路 . 故 C 也 
不 含有 向 同 路 。 所 以 避 中 vw, 到 各 点 的 最 长 路 径 同 样 可 以 调用 算法 1 实现 ,从 而 得 到 每 个 
结 点 vw; 的 最 晚 启动 时 间 r(w) 。 

是 否 还 有 更 好 的 计算 方法 呢 ? 我 们 发 现 算法 1 步 又 a 执行 之 后 ,由 于 每 个 结 点 忆 到 结 
点 名 的 最 长 路 径 长 度 可 以 按 如 下 公式 计算 ， 


2) 一 max (rv rw tly 0 )). 
ELT tn) 
里 [a 


国 而 只 要 对 结 点 采用 道 序 ,依次 求 出 x ,w= 二 0,xGoi tr 就 可 以 实现 。 于 是 
得 到 

算法 2。 (已 知 结 点 重新 编号 ) 

a TE) = ) 。 

b, 对 7 从 tn 一 1) 到 1, 令 


zz 一 min (ro 一 ze 人 on》 
EIT tm 


c. 结束 。 
这 样 局 中 三 个 结 点 久 都 具有 2 个 值 : 最 早 启 动 时 间 rt 和 最 晚 启动 时 间 rtw)。 显 然 
工序 六 的 允许 延误 时 间 是 1(w)==r(vwi) 一 Xr(vj)。 
30， 


例 2.7.2 对 例 2.7.1 的 各 结 点 的 重新 排序 如 图 2. 27, 其 最早 启 动 时 间 是 
Tr(1')=0, r(2')=15, x(3')=15, 
(4')—20, x(5')—20, x(6')=24, 
x(7')=24, x(8')—20, x(9')—27, 
x(10') 一 27. x(11')=30, 
最 晚 启动 时 间 是 
zr(ll) 一 30， r(10) 一 27， 
r(9')=28, 
tf8 =—=23,5(7')=24, 
r(6') 一 25,r(5 一 20:r(4 =21, 
r(3) 一 26:r(2) 一 15,zr 人 (1 一 0。 
因而 图 2. 26 各 工序 的 允许 延误 时 间 是 


{1=9,ts = 0,8 = ll'i=1,ts=0, 


fs = 1 sf7 二 1 一 中 加 一心, 一 3 一 0。 

从 中 可 见 ,最 长 路 径 即 关键 路 径 上 各 工序 是 不 允许 延误 的 ,否则 必 将 拖延 整个 工程 的 
进度 。 

2.7.2 PERT 


在 PERT(Programme evaluation and review technique) 图 中 ,采用 有 向 边 表示 工序 ， 
其 权 值 表示 该 工序 所 需 时 间 。 如 果 工 序 “ 完成 后 e 才能 开始 , 则 令 z 是 e 的 终点 ,e 的 始 
点 。 根 据 这 种 约定 , 例 2. 7.1 的 PERT 
图 如 2. 28, 其 中 i 表示 工序 i。 

同样 ,PERT 图 不 存在 有 向 回路 。 
而 昌 与 PT 图 类 似 ,PERT 图 中 工程 
的 最 早 完工 时 间 是 wv 到 v, 的 最 长 路 
径 长 度 , 这 条 路 径 就 是 关键 路 径 . 工 序 
ea 一 (msoi) 的 最 时 启动 时 间 是 r(w) ， 
最 晚 启 动 时 间 是 r(w zy 一 r(m) 
nA 一 Wo 其 中 交 (ov) 
是 wv; 到 vw, 的 最 长 路 径 长 度 ,w(wv;,v)) 是 该 工序 所 需 的 时 间 。 这 样 工序 we= (wo 的 允 洗 
延误 时 间 是 ttvi,v,) ==rCvi,50)) 一 xr(v1)。 

由 算法 1 可 以 求 出 xCvi), 为 了 便于 计算 tlvi ,vi) ,可 先 作 简 单 变换 。 由 于 Cw,) 一 
TU 一 RCV) sy 克 Tw s 芒 ) 二 rlv) 一 wlvi ,vi), 即 得 tv 0) 二 TDi) 一 rr(v1) 一 w(t, 
v;)。 这 样 可 直接 使 用 算法 2 求 rCvi)。 以 图 2. 28 为 例 , 其 计算 结果 是 ( 设 已 回 到 原 结 点 
号 )。 

x(1)=0, x(2)=15, x(3)=20, x(4)=27, rt5)=24, r(6)=30, 

tr)=0, r(2)=—=15, (3)=20, tr(4)=27, T(5)=24, r(6)=340, 

t(1)=0, 1:(2)=0, 1(3)=11, 1:(4)=1, 1(5)=0, 1(6)=1, 


图 2.28 
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i(7)=1,1(8)=0,:(9)=0,1(10)=3, 

与 PT 图 一 样 ,采用 PERT 图 计算 关键 路 径 的 复杂 狂 也 是 O(m)。 

PT 图 和 PERT 图 各 具 特 色 。PERT 图 包含 的 结 点 和 边 数 少 些 ,而 PT 图 的 结 点 数 与 
PERT 图 的 边 数 基本 相同 。 因 此 当 边 数 较 大 时 PERT 图 有 其 优越 性 。 不 过 PT 图 更 如 
灵活 , 它 能 适应 一 些 额 外 的 约束 。 例 如 图 2. 29 中 


di/2 Artz 5 
人 


(a) 《b) (cy 
图 2.29 


l(a) 表示 工序 i 完成 一 半 之 后 j 就 可 以 开始 。 
Cb》 表示 工序 i 完成 后 经 过 上 时 刻 7 才 开 始 。 
(c) 表示 在 时 间 饭 之 后 工序 ;才能 开始 ,其 中 w 表示 虚拟 结 点 。 


2.8 中 国 邮 路 


中 国 部 路 阿 题 是 我 国 著名 图 论 学 者 管 梅 谷 教授 首先 提出 并 解决 的 . 它 与 欧 拉 回 路 .最 
短路 以 及 最 小 费用 流 问 题 都 有 密切 联系 。 

邮递 员 传 送 报纸 和 信件 ,要 从 邮局 出 发 经 过 他 所 管辖 的 每 一 条 街道 最 后 返回 邮局 , 当 
然 每 个 邮递 员 都 希望 选择 一 条 最 短 的 传送 线路 ,这 就 是 中 国 闻 路 问题。 用 图 论 的 语言 拱 
述 ,就 是 在 一 个 正 权 连通 图 G 中 , 求 从 某 结 点 出 发 经 过 每 条 边 至 少 一 次 最 后 返回 出 发 点 
的 最 短 回路 。 

我 们 分 别 对 G 是 无 向 连通 图 和 有 向 连通 图 进行 讨论 ,而 混合 图 的 求解 较为 复杂 ,本 
书 不 再 加 以 分 析 。 


2.8.1 无 向 图 的 中 国 邮 路 


如 果 G 中 各 结 点 的 上 度 都 是 偶数 ,那么 G 一 定 有 欧 拉 回 路 。 显 然 任何 一 条 欧 拉 回路 都 
是 该 问题 的 解 . 若 G 中 只 有 2 个 结 点 ww 的 度 是 奇数 , 则 一 定 存在 从 内 到 了 的 一 条 欧 拉 
道路 , 它 经 过 了 G 的 各 边 一 次 。 在 C 中 再 找 一 条 从 vj 到 vi 的 最 短 道路 Pi, 则 G'==G 十 P; 
中 存在 欧 拉 回路 。 这样 G' 中 的 欧 拉 回路 , 即 对 应 于 如 中 了 ,的 边 重复 一 次 而 其 余 边 只 过 一 
次 的 回路 是 一 条 中 国 邮 路 ,或 称 最 佳 邮 路 。 

如 果 G 中 度 为 奇数 的 结 点 数 多 于 2 个 ,怎样 确定 最 佳 邮 路 呢 ? 

定理 2.8.1 工 是 无 向 连通 图 G 最 佳 邮 路 的 充 要 条 件 是 ， 

1.G 的 每 条 边 最 多 重复 一 次 。 

2. 在 C 的 任意 一 个 回路 上 ,重复 边 的 长 度 之 和 不 超过 该 回路 长 度 的 一 半 。 

证 明 : 必 要 性 。 如果 一 条 最 佳 邮 路 要 重复 经 过 茶 些 边 ,我 们 将 中 次 重复 的 边 画 出 
相应 的 条 边 , 得 到 G ,假定 一 条 最 佳 邮 路 天 使 G 中 的 任 一 条 边 6 重复 n(n 之 2) 次 ,这 时 
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G' 中 有 欧 拉 回路 L'。 若 使 ww 在 G 中 重复 一 2 次 ,得 到 G ,G" 各 点 的 度 仍 是 偶数 ,G" 的 欧 
拉 回 路 L* 也 是 G 的 一 条 中 国 邮 路 , 且 x(L)<r(L')。 与 7' 是 最 佳 邮 路 矛盾 ,因此 工 中 忆 , 
最 多 重复 一 次 。 假 定 G 的 某 个 回路 C 上 重复 边 的 总 长 超过 该 柯 路 长 庆 的 一 半 , 可 以 令 避 
中 重复 边 不 重复 ,不 重复 边 重 复 , 得 到 G" 仍 是 欧 拉 图 。 但 x(Z <x(Z), 亦 与 乙 是 最 佳 邮 
路 矛盾 

充分 性 。 假定 任 意 两 个 不 同 的 邮 路 Z, ,都 满足 条 件 1 和 2, 我 们 将 证 明 x(L) = 
x(Lz)。 假 定 此 式 成 立 , 因 为 最 佳 邮 路 己 也 满足 1 和 2, 这 样 x( 忆 ) 一 ri) 即 志和 工 都 
是 最 性 邮 路 。 于 是 充分 性 就 能 得 证 。 

设 二 号 (C) 十 @@ 十 生产 一 五 (CG) 十 如 十 @: ,其 中 入 是 了 和 1 中 共同 的 重复 边 集合 。 
QQ 是 只 属于 工 ,Q: 是 只 属于 工 , 的 重复 边 集合 。Z 和 Li 的 对 称 差 (GCG) 一 Qi 十 Q 是 G 
中 只 属于 二 和 只 属于 L; 的 重复 边 集 合 。 构 造 G' 二 (V5G),E'(G)),G' 是 简单 图 , 且 各 结 
点 的 度 都 是 偶数 。 若 所 (G)= 硬 ,最 见 xr(L) = 二 x(L2) ;否则 G' 可 以 划分 成 车 干 个 回路 ,对 
G' 的 任意 一 个 回路 C, 设 C1,C; 分 别 是 L 和 工 , 的 重复 边 集 , 由 已 知 条 件 ,x(CD) Sx (Cs)， 
r(Co)srgC)。 故 r(CUD 一 mkCz)。 因 此 x(2) 一 r(73)。 

定理 2. 8. 1 给 出 了 求 G 中 最 佳 邮 路 的 构造 方法 。 首 先 找 出 度 为 奇数 的 结 点 ,然后 依 
据 条 件 1 构造 邮 路 ,保证 计算 重复 边 之 后 各 结 点 的 度 都 是 偶数 ,再 由 条 件 2 对 所 有 回路 进 
行 判断 ,如 果 发 现 某 个 回路 不 满足 条 件 , 则 令 该 回路 中 原先 重复 的 边 不 重复 ,而 不 重复 边 
变 为 重复 。 待 完全 满足 条 件 2 时 ,该 图 的 中 国 邮 路 得 解 。 

例 2.8.1 图 2.30(a) 中 国 邮 路 的 求解 过 程 如 下 ,其 中 (4) 是 最 终 解 , 重 边 表示 原 图 该 
边 重复 。 


Ca) Cb} te) (dy 
则 2.3u 


这 种 构造 算法 中 由 于 回路 的 数量 一 般 很 多 ,因此 计算 量 庞大 ,中 国 邮 路 问题 的 一 个 好 
算法 是 Edmonds 提出 的 最 小 权 匹 配 算法 。 最 小 权 匹 配属 于 运筹 学 范畴 ,在 此 我 们 只 介绍 
该 算法 的 基本 思路 。 

1. 确定 C 中 度 为 奇数 的 结 点 ,构成 Yo(G)。 

2. 求 VotG) 各 结 点 在 G 中 的 最 短路 径 Pi 及 其 长 度 rw ui)。 

3. 对 To(G) 的 结 点 进行 最 小 权 匹 配 , 即 选 出 [YeCG)172 个 rtw,w,) ,保证 每 个 结 点 w 
EVolG) 在 PP 中 只 出 现 一 次 ,同时 满足 这 些 xtvinv)) 的 总 和 最 小 。 

4. 在 最 小 权 严 配 里 各 xtvi,vj) 所 对 应 的 路 径 P,, 中 的 诸 边 在 G 中 重复 一 次 ,得 到 G0"。 

5.C' 是 欧 拉 图 , 它 的 一 条 欧 拉 回路 即 为 解 。 
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2.8.2 有 向 图 的 中 国 邮 路 


对 于 有 向 图 来 说 ,中 国 邮 路 问题 可 能 无 解 。 其 原因 是 G 中 可 以 含有 正 度 或 负 度 为 0 
的 结 点 .例如 图 2. 31 中 就 不 存在 最 佳 邮 路 。 以 下 我 们 将 排除 wh | 
这 类 人 情况 进行 讨论 。 

如 果 恕 中 各 结 点 的 正 . 负 度 相 等 , 刚 由 推论 2. 3. 2.G 中 vs 
存在 有 向 欧 拉 回路 。 它 这 每 边 一 次 且 仪 一 痪 。 因 此 任 一 和 菜 欧 
拉 回 路 都 是 中 国 邮 路 。 

如 果 图 6G 不 对 称 , 即 存在 一 些 结 点 wd (tw) 关 d (cr 2 
不 妨 设 di (wuw)<a tu) 由 于 邮递 员 要 经 过 进入 zw 的 每 一 条 
边 ,因此 他 一 定 要 重复 走 以 wm 为 始点 的 某 条 边 。 设 . 广 表 示 边 (ze 的 重复 次 数 ,ww 表 示 
该 边 的 权 ,那么 中 国 邮 路 要 选择 重复 -一些 演 后 存在 有 向 欧 拉 回路 并 月 使 


[号 2,31 


全， wf (1) 
[4 
为 最 小 的 一 个 解 。 显 然 这 时 满足 
dm) + Df = dm) + Dh, tw E VG) 
将 上 式 整 理 可 得 
Sf fi =d (0) — dw) = qd"), (2) 


如 果 (站 >0, 玫 示 邮 路 中 要 dd' (1) 次 重复 经 过 vw 所 发 出 的 -~ 些 边 , 或 者 说 忆 可 供 
应 好 (站 个 单位 量 。 如 果 A (<0, 表示 邮 路 中 要 () 次 重复 经 过 进入 vi 的 一 些 边 ,或 
者 说 v 可 接收 (个 单位 量 。d 0) 一 0 则 称 w 是 中 间 结 点 。 由 于 > drtu) = > 
(oa ,所 以 ,dl 人) = 0。 这 样 可 以 逐次 保证 每 个 可 供应 点 wv 经 过 一 些 边 向 某 个 接站 点 mw 
供应 1 个 单位 是 ,最 后 达到 平衡 。 或 者 说 这 些 道路 上 的 边 出 现 重 复 , 最 后 得 到 的 图 (7 是 有 
向 欧 拉 图 。 如 呈 这 些 重复 边 的 总 长 最 小 , 它 即 是 最 佳 邮 路 。 

为 了 便于 分 析 , 可 以 对 图 G 增设 两 个 结 点 ; 超 发 点 %, 超 收 点 z，。 对 每 一 个 供应 点 多， 
都 有 边 人 (vw) ,f/f 二 d (7) ,tw 二 0; 对 每 一 个 接收 点 vv,, 部 有 边 人 tw) .让 二 一 dj) ,wi 二 0。 
如 果 用 1401 茶 重 边 表示 (ee ,1d,| 系 重 边 尖 示 (vist) ,得 到 多 重 图 G'。 这 样 中 国 邮 路 
问题 导致 求 过 局 中 形 如 (co) ,wow) 每 边 一 次 ,总 长 最 短 的 dv) 条 Ps 道路 。 

综 上 , 非 对 称 有 向 图 的 中 国 邮 路 算法 的 基本 思路 是 : 

1. 计算 各 结 点 的 正 , 负 度 , 求 出 d' (7)。 

2. 添加 一 个 起 发 点 vw, 对 满足 (0) 0 的 结 点 名 ,加 入 dd'() 条 有 向 过 (v,s+), 权 均 为 
0 添加 一 个 超收 点 名, 对 满足 (站 之 0 的 结 点 甩 , 加 入 1 (j)| 条 有 向 边 (w,wo) 权 均 为 
0。 得 到 图 G'。 

3. 在 中 求 dz) 条 过 以 mu 为 两 端点 的 形 如 (vw) ,vsv,) 每 边 -一 次 县 仅 一 次 的 
总 和 最 小 的 道路。 记 下 GG 中 各 边 在 这 些 道路 中 的 重复 次 数 。 

4. 计 入 各 边 的 重复 次 数 ,G 中 存在 有 向 欧 拉 回路 ,其 中 一 条 即 为 解 。 

现 举例 说 明 如 下 : 

334。 


例 2.8.2 求 图 2 32 的 中 国 邮 路 。 

解 ;:(1) 各 结 点 的 QO 站 为 dC) 一 4d'(5)==01d'(2)==2,4d'(3) 二 一 1,d'(4) 一 一 1。 

《2) 构造 G' 如 图 2. 33(a)。 

(3) 得 到 2 条 总 和 最 小 的 P 道 路 已 ,一 (ppaypiymw)yr(P) 一 5。 书 一 (wypayodypi 
osrtPi) 二 6。>JT(pi) 一 11。 这 样 边 (ws,vs) 重 复 2 次 , 边 (v,vs) 重 复 1 次。 得 图 
2. 33(b) ,其 中 虚线 边 表示 重复 1 次 。 

(4) 2.33(b) 是 欧 拉 图 。 其 中 一 条 欧 拉 回 路 如 Cv ,vesv4v3 rvD2s 0403 355 1023 D4 D550) 
就 是 最 佳 邮 路 。 


图 2.32 图 2.33 


”算法 的 难点 是 步骤 3。 它 需要 找 d(w,) 条 Ps 道 路 ,这 些 道路 长 度 的 总 和 最小。 若 用 
Dijkstra 算 法 一 条 一 条 地 寻找 最 短 P, 道 路 , 则 计算 量 比 较 大 ,同时 结果 并 不 一 定 最 佳 。 如 
果 我 们 把 G 中 每 边 的 权 视 为 通过 该 边 的 费用 ,而 容 生 为 co, 对 始 发 点 vv,,w) 形 式 的 边 
只 有 一 条 , 它 的 费用 为 0, 容量 为 C1); 间 样 对 超收 点 vw, 每 条 边 (v;,v,) 的 费用 为 0, 容量 
为 | (0)1 ,这 样 步骤 3 就 可 以 转化 为 在 G' 上 求 从 ,到 vw, 传送 怠 q' (站 个 单位 量 的 最 小 费 
用 流 和 问题 ,如 式 人 1) 所 示 。 关 于 最 小 费用 流 将 在 第 六 章 讨论 。 


习 题 二 


1], 设 简单 图 G 有 上 个 连通 支 , 证 明 


mn 一 十 1)(n 一 有 )。 


2. 证 明 G 和 G 至 少 有 一 个 是 连通 图 。 
3. 证 明 : 连 通 图 有 的 最 发 道路 必定 相交 于 同一 结 点 。 
4, 在 简单 图 中 ,证 明 ; 若 n 之 4 且 m 实 2 一 3, 则 GG 中 含有 带 弦 的 回路 。 
5. 设 加 是 不 存在 三 角形 的 简单 图 ,证 明 ， 
a. Dd (wn) nn。 
b. mT 
。 35 。 


6. 房间 的 俯视 图 如 题 图 2. 6, 问 是 否 存在 
一 条 路 过 各 门 一 次 ? 试 说 明理 由 。 


7, 设 G 有 开道 路 ,证 明 对 任意 SCV(G)， 一 本 一 
G-S 的 连通 支 数 二 13| 十 1。 


8. 设 G 是 4 之 3 的 简单 图 ,证 明 : 若 | | 
m 之 方 (4 一 DD (mn 一 2) 十 2， 是 图 2.6 
则 GG 存在 五 回路 。 


9. 设 G 是 有 向 完全 图 ,证 明 G 中 存在 有 向 的 哈密 顿 道路 。 
10. 在 例 2.4.5 中 , 若 n 之 4; 证 明 这 4 个 人 一 定 可 以 围 成 一 圈 , 使 相 邻 者 互相 认识 。 
11. 设 G 是 有 个 结 点 的 简单 图 ,其 最 小 度 5(G) 之 5 ,证 明 G 中 存在 包含 任意 4 
条 互 不 相 邻 边 的 哈密 顿 回路 。 
12. 对 一 个 3X3X3 的 立方 体 ,能 否 从 一 个 角 上 开始 ,通过 所 有 27 个 1X1X1 的 小 立 
方块 各 1 次 ,最 后 达到 中 心 ? 试 说 明理 由 。 
18. 已 知 G 的 权 矩 隆 ,用 分 支 与 界 法 求 其 旅行 商 问题 的 解 
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. 14. 一 个 装置 从 原点 出 发 ,要 分 别 在 坐标 (2,5),(9,3),(8,9),(6,6) 停 留 , 然 后 返回 原 
点 。 设 该 装置 只 能 沿 X 轴 和 YY 轴 行 进 , 求 最 短 的 行进 路 线 。 

15. 某 设备 今后 五 年 的 价格 预测 分 别 是 (5,5,6,7,8) , 若 该 设备 连续 使 用 ,其 第 ;20 一 
1,2,…,5) 年 的 维修 费 分 别 是 (1,2,3,5,6)。 某 单位 今年 购 进 一 台 , 问 如 何 使 用 可 使 5 年 里 
总 开支 最 小 ? 

16. 分 别 求 图 a,b 的 中 国 邮 路 。 


题 图 2.16 
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17. 一 项 工程 ,其 各 工序 所 需 时 间 与 约束 关系 如 下 表 , 试 用 (a),PT 图 与 人 (b): PER 了 
图 求 其 关键 路 径 。 并 求 工 序 3,5,10 的 允许 延误 时 间 如 表 ; 

18. 请 对 Warshall 算法 进行 适当 修改 ,以 便 在 计 
算 道 路 矩阵 后 ,可 以 查 知 任意 两 结 点 间 具 体 的 路 径 。 

19. 编程 并 搜索 出 图 2. 13 的 全 部 不 同 的 五 回路 。 

20. 试 编 写 无 负 长 回路 图 的 最 短路 径 程 序 。 

21, 编写 求 PERT 图 关键 路 径 及 工序 允许 延误 时 
间 蕉 程序 。 

22, 编写 用 分 支 与 界 法 求 旅行 商 问 题 的 程序 。 

23. 用 近似 算法 求 权 矩 阵 如 下 的 旅行 商 问 题 ,并 与 
程序 运行 结果 比较 。 


2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


De] 


X 42 33 52 29 45 
42 X 26 38 49 36 
33 26 X 34 27 43 
52 38 34 x 35 30 
29 49 27 35 X 41 
45 6 43 30 41 Xx 
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第 三 章 树 


3.1 树 的 有 关 定 义 


给 定 一 个 图 G 一 〈Y ,E) ,如 果 它 不 含 任何 回路 ,我 们 就 叫 它 是 林 . 如 果 必 又 是 连通 
的 , 即 这 个 林 只 有 一 个 连通 支 , 就 称 它 是 树 。 树 是 图 论 中 最 重要 的 概念 之 一 ,在 自然 科学 和 
社会 科学 的 许多 领域 都 有 广 返 的 应 用 。 

例 3.1.1 网 球 单打 比赛 前 . 当 抽 等 之 后 为 说 明 各 选手 间 的 想 进 情况 ,往往 画 一 张 
图 , 形 如 图 3. 1。 它 是 -- 棵 树 。 

例 3.1.2 中 子 砂 击 原子 核 时 产生 的 裂 普 过 程 ,也 可 以 形象 地 用 图 3. 2 示意 . 它 也 是 
一 棵 树 。 


A MN Mh 


多 3.1 图 3.2 

定义 3.1.1 一 个 不 含 任何 回路 的 连通 图 称 为 树 , 用 人 表示。 了 中 的 边 称 为 树枝 , 度 
为 工 的 结 点 称 为 树叶 。 

树 的 每 条 边 都 不 会 属于 任何 回路 。 这 样 的 边 叫 制 边 。 

定 久 3.1.2 设 e 是 的 一 条 边 ,车 G'=G 一 e 比 G 的 还 通 支 数 增加 , 则 称 e 是 G 的 
一 条 割 边 。 

显然 ,图 C 删 去 割 边 e= uswv) 之 后 , 结 点 ww 和 分 属于 不 同 的 连通 支 。 

定理 3.1.1 “= (xu) 是 宕 边 , 当 旦 仅 当 * 不 属于 局 的 任何 回路 。 

证 明 ; 若 。e 一 (uv) 属于 G 的 某 个 回路 , 刚 作 一 C 一 * 中 仍 存 在 4 到 w 的 道路 , 故 结 点 z 
和 属于 同一 连通 支 ,e 不 是 割 边 。 反之, 若 e 不 是 寅 边 , 则 G' 与 G 的 连 授 支 数 一 样 。 于 是 
x 和 仍 赂 于 同一 连带 支 。 故 G' 中 存在 道路 PGsw) ,Piousv) 十 z 就 是 已 的 一 个 回路 ， 

下 面 我 们 给 出 树 的 等 价 定义 。 

定理 3.1.23 设 了 是 结 点 数 为 n 之 2 的 树 , 则 下 列 性 质 等 价 ， 

1. 了 连通 且 无 回路 。 

2, 了 连通 且 每 条 边 都 是 割 边 。 

3. 了 连通 且 有 2 一 1 条 边 。 

4. 了 有 12 一 1 条 边 且 无 回路 。 

5. 了 7 的 任意 两 结 点 向 有 唯一 道路 。 

a 38 。 


6.7 无 回路 ,但 在 任 两 结 点 间 加 上 一 条 边 后 恰 有 一 个 回路 。 

1 一 2 全 无 回路 , 即 7 的 任意 边 e 都 不 属于 回路 ,由 定理 3. 1. 1,e 是 制 边 。 

2 一 3 ”对 结 点 数 nr 进行 归纳。 令 n(T) ,mt7T) 分 别 表示 树 休 的 结 点 数 与 边 数 。 当 二 
2 时 命题 成 立 , 设 n 志 时;m( 了 二 n(T) 一 1 成 立 . 则 n= 十 ] 时 ,由 于 任 一 边 。 都 是 割 边 ， 
故 G' 二 G 一 e 有 两 个 连通 支 ,本 ,。 由 于 nfTD) 才 ki=1.2, 故 mx(T) 二 n(T,) 一 1]。 所 以 
加 (7T) 一 a( 了 7 了) 一 ] 也 成 立 。 

3->4 假定 人 有 回路 , 设 C 是 其 中 一 条 含有 上 (< 小 个 结 点 的 初级 回路 。 因 为 荆 连 
首 , 所 以 VT 了) 一 V(C) 中 一 定 有 结 点 4 与 避 上 某 点 ww 相 邻 , 即 存 在 边 (x,v)EECT), 依 此 
类 推 ,最 终 V(T) 一 V(C) 中 的 n 一 个 结 点 需要 wn 一 & 条 边 才 可 能 保持 了 连通 ,但 |ECT) 一 
FC) 一 1 一 <n 一 k&。 政 插 。 

4-*5 设 urv 是 了 的 任意 两 结 点 , 先 证 道路 Pu,wv) 的 存在 性 。 如 果 不 存在 PCw,v)， 
由 us% 属于 不 同 连 通 支 全,T;。 由 x《T) 二 rn 一 1, 则 至 少 有 一 个 支 ,比如 ,使 n(7'1) 志 
mm 成立。 这样 也, 亦 即 了 中 有 回路 。 反 之 ,车 荆 无 回路 , 则 因为 各 连通 支 都 有 天 人 7) 
委 z 人 7 一 1, 从 而 使 天 (7< 一 1。 均 产生 矛盾 ,因此 Pa 一定 存在 。 再 证 唯一 性 。 若 
存在 两 条 不 同 的 道路 PG,vo),P' (uo), 则 其 对 称 差 PGst) 提 P' (vu) 至 少 合 有 一 个 回 
路 。 故 而 得 证 。 

5 一 6,6-*1 均 显 然 。 因 此 等 价 定理 得 证 。 

定理 3.1.2 对 判断 和 构造 树 了 将 带 来 很 大 方便 。 

定理 3.1.3 树 了 中 一 定 存 在 树叶 结 点 。 

证 明 ;由 于 代 是 连通 图 ,所 以 任 一 结 点 vEV(T), 都 有 aiw) 之 1。 若 无 树叶 , 则 d(Cv) 
2。 这 样 * 一 1 一 mm 一 羡 Zd(w)>>m。 矛盾 ， 

定 尽 3.1.3 如 果 了 是 图 G 的 支撑 子 图 ,而 且 又 是 一 
棵 树 , 则 称 了 是 避 的 一 棵 支撑 和 树 ,或 称 生 成 树 , 又 简称 为 C 
的 树 。 

比如 图 3. 3 的 粗 线 边 构成 了 6 的 一 棵 支撑 树 卫 。 显 然 
G 有 支撑 树 的 充 要 条 件 为 G 是 连通 图 ,而 且 如 果 连 通 图 局 
本 身 不 是 桂 , 那 么 它 的 树 不 唯一 ,例如 图 3. 3 中 还 有 许多 不 
同 的 支撑 树 。 给 定 图 避 的 一 棵 树 了 ,我 们 称 避 一 了, 即 避 删 
去 了 中 各 边 后 的 子 图 为 了 的 余 树 ,用 了 表示。 比如 在 图 
3.3， 五 (7 一 feelyeaseoien。 一 般 情况 下 ， 余 袖 不 是 一 
棵 树 。 


3. 2 基本 关联 矩阵 及 其 性 质 


本 节 讨 论 的 对 象 是 有 向 连通 图 G。 
定义 3. 2. 1 在 有 向 图 连通 G@= (V,E) 的 关联 矩阵 B 中 划 去 任意 结 点 wm 所 对 应 


a“ 39090. 


的 行 ， 得 到 一 个 (n 一 1) Xm 的 矩阵 B,，B, 称 为 C 的 一 个 基本 关联 抑 阵 。 
例如 图 3，3 中 结 点 w 所 对 应 的 基本 关联 系 阵 是 


uf 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 
va|—1 0 一 1 1 0 0 1 0 0 0 
B=v| 0 一 1 1 0 0 0 0—1 1 0 
ul 0 0 0—1—1 0 0 0 0 0 

wl 0 0 0 0 1-1 0 1 0 一 1: 

€l [3 es 2 &s 8 和 了 6 9 €10 


基本 关联 和 矩阵 与 G 的 支撑 树 之 间 有 密切 联系 。 我 们 首先 分 析 关 联 抢 阵 的 性 质 。 

定理 3. 2. 1 有 向 图 G= (VY，E) 关联 矩阵 B 的 秩 ran B<cn。 

证 明 ; 由 于 B 中 每 列 都 上 只 有 1 和 一 1 两 个 非 零 元 素 , 故 B 的 任意 nm 一 1 行 加 到 第 4 行 
上 后 ， 第 = 行为 全 零 。 即 豆 的 = 个 行 向 量 线性 相关 ， 故 ran B<n。 

定理 3. 2. 2 设 8 是 有 向 图 C 关联 夭 阵 B 的 任意 一 & 阶 子 方 阵 ， 则 det (Bo) 为 
0，1 或 一 1。 

证 明 ; 因为 Bo 是 8 的 某 一 & 阶 子 阵 ， 显然 B。 每 列 最 多 只 有 2 个 非 堆 元 。 若 其 中 某 
列 全 为 零 元 , 则 det (B8,) =04 车 B 每 列 者 有 2 个 非 零 元 , 显然 也 有 det (B8,》=0; 否 
则 B。 中 存在 只 有 1 个 非 零 元 的 列 ， 按 该 列 展开 得 到 det (B1) = { 土 det (Bo)， 但 8 的 
阶 为 上 一 1。 依 次 类 推 ， 可 知 最 终 det (Bo) 或 为 0， 或 为 1， 或 为 一 1。 

定理 3. 2. 3 设 召 是 有 向 连通 图 C 的 关联 第 阵 ， 则 ran B=n 一 1。 

证 明 : 由 定理 3，2. 1 知 ran 了 <， 现 只 需 证 ran B 之 n 一 1。 不 失 一 般 性 , 设 B 中 
最 少 的 线性 相关 的 行 数 为 4， 显 然 /所 nx， 而 且 这 行 分别 与 结 点 v 人)，w (ip ,0 
(zi) 相对 应 ， 因 此 有 

kb) hb) + tho) =0 bOI= 12 (1) 
由 于 和 矩阵 B 每 列 只 有 2 个 非 零 元 ,所 以 在 这 i 个 行 向 量 5G7)) 中 ,其 第 z=1,2,… ,mm) 个 
分 量 最 多 只 有 2 个 为 非 零 ,当然 也 可 能 全 为 0。 但 是 订 以 断言 ,不 可 能 只 有 1 个 为 非 索 , 否 
则 ,由 于 志和 0, 式 (1) 不 会 成 立 。 这 样 可 以 对 和 矩阵 如 分 别 进行 行 , 列 交换 ,使 前 7 行 是 线性 
相关 的 诸 行 ! 这 在 : 行 中 每 列 都 有 2 个 非 零 元 的 换 到 前 7 列 ,其 余 和 一 ”> 列 它们 全 都 是 零 
元 。 这 样 矩 阵 召 变换 为 
py 二 民 0 ] 7 


0 QQ Jn—! 
r ?1 一 了 

但 ran B'=ran B, 而 且 B' 依 然 是 G 的 一 个 关联 矩阵 ,与 互相 比 只 是 结 点 与 边 的 编号 不 同 
而 已 , 若 n 一 />0, 由 可见 ,G 至 少 分 为 2 个 连通 支 ; 其 中 7 条 边 只 与 ! 个 结 点 相关 ,而 其 
余 mw 一 r 条 边 只 与 另外 一! 个 结 点 相关 。 这 与 G 是 连通 图 矛盾 ,因此 一 定 有 一/ 一 0, 即 
一 ”也 就 是 说 号 中 最 少 需要 ” 行 才能 线性 相关 ,而 任何 一 1 行 都 将 线性 无 关 , 因 此 ran 
B>n—1。 

由 此 ,我 们 立刻 得 到 

定理 3.2.4 连通 图 G 基本 关联 算 阵 B, 的 秩 ran Bi 二 n 一 1。 
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推论 3. 2.1 个 结 点 栅 了 的 基本 关联 和 矩阵 的 秩 是 2- 1。 

树 是 包含 边 数 最 少 的 连通 图。 对 于 连通 图 G, 灵 然 满 足 wx 之 n 一 1。 既然 连通 图 基本 美 
联 矩 人 阵 Bi 的 秩 是 n-- 1, 那么 Bi 中 一 定 存 在 "一 1 个 线性 无 关 的 列 ,究竟 哪些 列 会 是 线性 
无 闫 的 ,哪些 列 又 必定 线性 相 美 呢 ? 

定理 3.2.5 设 成 仙人 玉 遂 图 GG 的 基本 关联 矩阵 ,C 是 G 中 的 一 个 回路 。 则 C 中 各 边 
所 对 应 Bi 的 各 列 线性 相关 。 

证 明 : 只 需 针对 CC 是 初级 回路 进行 讨论 , 设 C 包 含 了 G 的 7 个 结 点 i 条 边 , (不妨 1 
14) ,这 (条 边 对 应 关联 答 阵 B 的 1 列 , 它 们 构成 B 的 了 阵 B(Ge)。 由 于 C 本 身 也 是 连通 图 ， 
所 以 BO) 是 7 阶 方 阵 ; 出 ran BO)==1 一 1, 克 BCC) 的 ! 列 线性 相关 ,但 它 又 是 BCc)? 的 
子 阵 。 由 于 BCGe) 对 应 的 务 边 具 经 过 回路 局 的 结 点 ,因此 有 ec) 中 其 余 结 点 所 对 应 的 行 
元 素 侈 为 专 。 这 样 ,B00) 的 二 列 仍 基线 性 相关 ,最 然 Bi(Ge) 的 各 到 也 线性 相关 。 

推论 3.2.2 设 已 是 连通 疼 C 的 子 图 ,如 果 政 含有 回路 , 则 五 的 诸 边 对 应 的 G 的 
基本 甘 联 中 阵 各 列 线性 相关 。 

定理 3.2.6 令 记 是 有 向 连通 图 避 的 基本 关联 矩阵 ,那么 Bi 的 任意 2 一 1 阶 子 阵 行 
列 式 非 零 的 充 要 条 件 是 其 各 你 所 对 点 的 边 构成 C 的 -- 裸 支撑 树 。 

证 明 ; 必 要 性 。 如果 某 个 -1 阶 子 阵 肪 (Gy)? 的 行列 式 非 汰 。 则 由 推论 3. 2. 2,7 中 不 
会 回路 , 它 包 会 n 个 结 点 ,n- 1 条 边 ,根据 定 理 3.1.2 的 等 价 定义 4,T 是 G 的 一 棵 树 。 充 
分 性 , 设 卫 是 的 一 棵 树 , 子 图 了 的 基本 关联 答 阵 Bi(7") 是 mw 一 1 阶 的 方 阵 , 其 行列 式 非 
等 , 它 又 恰好 对 应 Bi 的 某 个 ”一 1 阶 子 阵 ,中 Bi 所 对 应 的 该 4 一 1 阶 行列 式 非 零 。 

定理 3.2. 6 说明 图 G 基本 关联 和 矩阵 中 行列 式 非 零 的 * 一 1 阶 子 阵 的 数目 与 G 不 同 的 
支撑 树 数目 之 间 存 在 一 种 对 应 关系 。 


3.3 支撑 树 的 计数 


本 节 讨 论 连 通 图 C 中 支撑 树 的 数目 以 及 根 树 的 数目 。 

定理 3.3.1 {Binet-Cauchy 定理 ) 已 知 两 个 矩阵 A= (asi}mm 和 和 B= CDi yaxm ;满足 11 < 
7, 则 det(4B) = 2) 4.8B,, 其 中 Ai,Bi 都 是 m 阶 行列 式 ,A 是 从 4 中 取 不 同 的 mw 列 所 成 
的 行列 式 ,B; 是 从 B 中 取 相 应 的 mm 行 构成 的 行列 式 ,然后 再 对 多 部 组 合 求 和 。 

定理 的 证 明 从 略 。 现 举 一 例 进行 说 明和 验证 。 

例 3.3.1 已 知 


5 1 
4 3 2 
4-[_, 4 3] a :| 
求 det(AB)。 
解 :由 矩阵 乘法 
_ F28 17 
48-|, 16] 


Wit detCAB) 二 414。 由 比 内 一 柯 西 定理 计算 ， 
“Al* 


det(AB)= ,AB, 


5 1| 
一 十 
4 21 


4 3||5 1 4 2 
下 
= 414。 

从 例 中 显然 可 见 .用 比 内 一 一 柯 西 定理 计算 钱 积 绰 阵 的 行列 式 比 通常 区 方法 复杂 ,但 
该 定理 揭示 了 乘积 矩阵 的 行列 式 与 各 矩阵 的 子 阵 行列 式 之 闻 的 关系 , 连 道 图 G 不 同 支撑 
树 的 计数 俗 好 利用 了 这 种 关系 ,从 而 使 计数 问题 很 容易 地 得 到 解决 .下 面 针 对 不 同 的 对 象 
分 别 讨论 树 的 计数 。 

3.3.1 有 向 连通 图 的 树 计数 

定理 3.3.2 设 Bi 是 有 向 连通 图 G==(V,E) 的 某 一 基本 关联 短 阵 , 则 G 的 不 同 树 的 
数目 是 det (B87)，。 

证 明 ; 设 B==(,) imim' 由 于 人 G 是 连通 图 , 故 n 一 1 所 m; 由 比 内 -一 柯 西 定理 

det(BBT) = 》 | 有 11B71。 (1) 
其 中 |8.| 是 Bi 的 某 一 n 一 1 阶 子 阵 的 行列 式 , |B7 是 对 应 的 B17 的 4 一 1 阶 子 阵 的 行列 式 ， 
由 于 如 是 B 的 转 置 矩 阵 , 所 以 187 | 的 第 j 行 正好 是 |8,| 的 第 j 列 , 亦 即 iB8;|= |B |,(1) 
式 可 写成 


国 
4 3|14 2 


det{ BBI) = DS |B,l’, C2) 


由 定理 3. 2.6, 如 果 | 召 | 天 0, 则 其 所 对 应 的 边 构成 C 的 一 棵 树 , 由 定理 3.2.2, 此 时 |B| = 
1 或 一 1, 因 此 |B,| 上 ==1。 这 说 明 如 果 Bi 的 各 列 所 对 应 的 边 构 成 G 的 一 裸 树 , 则 对 
det( BiBi ) 中 的 贡献 为 1。 而 式 (2) 是 对 1Bi|? 的 全 部 组 合 求 和 和。 因此 det(B;B+) 怡 是 中 
不 同 树 的 数目 。 

例 3.3.2 求 图 3.4 的 树 的 数目 。 

解 : 任 取 一 个 基本 关联 第 中 ,比如 B,， 


vl €1 vs 
1 1 0 0 0 
a | 1 oi 一 1 , 
| 0 0 0 1 一 1 扩 
2 一 1 0 
det(B.B87)= det |— 1 3 一 11=8。 ve 可 站 
0 一 1 2j 


i | 


有 了 时 根据 需 娄 ,还 要 计算 G 中 不 会 或 必 会 某 特定 边 4= 
(us2) 的 酝 的 数目 。 如 果 不 含 边 o, 则 G'=G 一 e 的 树 就 与 之 一 一 对 应 ,因此 只 需 计 算 G' 的 
支撑 树 数目 。 如 果 必 会 ce 二 (u,v) ,可 以 将 结 点 w 和 ww 收缩 成 ~- 个 结 点 , 记 为 uv ,得 到 一 1 
个 结 点 的 新 图 C , 原 图 操 中 某 点 上 如 时 与 a( 或 vb) 相 和 邻 , 则 在 (中 与 结 点 uw 仍 相 邻 , 且 方 
向 不 变 。 如果: 与 wv 都 相 邻 , 则 G' 里 1 与 wo 之 间 存 在 2 条 有 向 边 ,。 这 样 ,G' 的 树 就 与 避 
中 必 会 e 的 树 一 一 对 应 。 
。 42 。 


例 3.3.3 求 图 3.4 中 不 含 w 的 树 数目 。 
解 : 作 C 一 “得 到 图 3.5。 


2 一 1 0 
det (BBTY = det |—1 2 os 


0 0 1 
故 避 中 不 售 e, 的 树 有 3 梯 。 
vy €1 Vs Vl 
二 1 
3 人 ey 
V2 ™ 
型 21 Vy 和 


| | 的 | 3.0 


例 3.3.4 求 图 3.4 中 必 会 e: 的 树 数目 。 
解 :将 结 点 V2 9 Us 收缩 为 Vad :得 到 图 3.6。 


det(B,B7) = aet| 2 一 “|= 4 。 


2 4 
故 G 中 必 会 es 的 树 有 4 裸 。 
这 4 棵 树 显 然 是 分 别 由 {eirer} 1 {eises}, (erres}» {es ses } 构成。 返回 到 图 避 ; 再 分 别 加 
入 e: 就 是 GG 的 树 。 
通过 上 述 计 算 不 难 发 现 C= BB 的 元 素 <i 十 分 易 求 , 苦 1 一 J 风 ci—=d lv) , 即 B, 里 
v; 所 对 应 行 中 的 非 零 元 数目 ;车 i 隆 j; 则 一 cj 是 图 G 中 ow) 或 (v,,wv,) 形 式 的 边 数 目 。 这 
对 计算 那些 较 难 写 出 关联 撼 阵 的 图 的 树 计数 问题 会 带 来 方便 。 


3.3.2 无 向 连通 图 的 树 计数 


无 向 连通 图 同样 有 其 支撑 树 , 但 是 它 的 关联 矩阵 B 中 不 存在 一 1 元 素 , 因 此 不 能 直接 
采用 比 内 一 一 柯 西 定理 的 方法 进行 树 计算 。 对 无 向 连通 图 G 的 每 边 任 给 一 方 应 , 便 得 到 
相应 的 有 向 连通 图 G' ,显然 G' 的 衬 一 定 与 G 的 树 一 一 对 应 ,这 样 无 向 连通 图 G 的 树 计 数 
问题 便 迎 丸 而 解 。 

例 3.3.5 求 完全 图 到 中 不 同 树 的 数目 。 

解 :对 六 各 边 任 给 一 方向 ,得 到 有 外 完全 图 C, 设 C 中 结 点 忆 所 对 应 的 基本 关联 窍 阵 
是 B。 于 是 可 以 得 到 


nl 一 1 一 1 
det(HBBI) = det| 一 1 7 一 1 一 下 一 7 
一 1 一 1 n— 1 


3.3,3 有 向 连通 图 G 根 树 的 计数 


定义 3.3.1 了 是 有 向 衬 , 若 了 中 存在 某 结 点 wm 的 负 度 为 0, 其 余 结 点 的 负 度 为 1， 
。 43 。 


则 你 了 是 以 w 为 根 的 外 向 树 , 或 称 根 树 , 用 个 表示 。 
例如 图 3.7 就 是 一 棵 根 树 。 树 根 w 所 对 应 的 基本 关联 和 窍 阵 是 
-1 0 1 1 

0 0—1 0 

0 0 0 一 1: 

0 -1 0 0 
由 于 wo 的 负 度 为 0, 其 余 结 点 的 负 度 为 1, 因此 任何 以 vo 为 根 的 根 树 的 基本 关联 矩阵 B。 
中 一 定 是 每 行 每 列 都 只 有 一 个 一 1 元 素 。 如 果 对 根 树 的 结 点 和 边 序 号 重新 编号 ,使 得 每 条 
边 e= (wo 都 满足 ww 的 编号 小 于 vv 的 编号 ,同时 边 “= (wo 的 编号 为 e;。 例 如 图 3. 7 
的 重新 编号 可 以 见 岁 3.8. 


图 3,7 I 半 3.8 
它 的 基本 关联 矩阵 是 
—1 0 D 0 
0 一 1 1 1 
0 0 一 1 
0 0 0 一 】 
事实 上 它 只 是 对 成 的 行 、. 列 分 别 进行 若干 次 初等 变换 的 结果 .它们 的 行列 式 是 相等 的 .但 
从 B'。 看 出 , 它 是 一 个 上 三 角 方 阵 , 一 1 元 全 是 对 角 元 。 如 果 把 矩阵 中 的 1 元 改 为 0, 它 的 
行列 式 也 不 变 。 这 正 是 根 树 的 特征 , 如 果 代 不 是 根 树 , 它 的 基本 关联 矩阵 决 不 会 有 B', 的 
形式 ,因此 如 果 把 其 中 1 元 素 改 为 0, 它 的 行列 式 将 是 0。 
令 忘 表示 有 向 连通 图 6 的 基本 关联 第 阵 B, 中 将 全 部 1 元 素 改 为 0 之 后 的 矩阵 。 我 
们 有 
定理 3.3.3 有 向 连通 图 G 中 以 vw 为 根 的 根 树 数 目 是 det( 疡 8 ) 
证 明 ; 由 比 内 一 一 柯 西 定理 
det(B,BT) = > |B.|1BT|, 


车 | 如 | 关 0, 说 明 这 一 1 条 边 攀 成 G 的 一 棵 树 , 此 时 如 果 |B| 关 0, 说 明 这 棵 树 是 以 
vi 为 根 的 根 树 。 这 时 ||= |BY|, 因 此 它们 在 det (BB7) 中 的 贡献 为 1, 由 于 议 历 了 所 有 
2 一 ] 条 边 的 组 合 ,所 以 vi 为 根 的 根 树 数目 是 det (BB?)。 
例 3.3.6 计算 图 3.9 中 以 vw 为 根 的 根 树 数目 。 
解 :v, 所 对 应 的 基本 关联 矩阵 是 
a 和 44 中 


一 1 0D 0 
0 0 一 1 
1 0 0 0 0 0 0 1 0 
B87= |0 0 一 1 0 一 】 一 1 
1 0 一 1】 
0 一 1 0 一 1 0 0 
0 —1 1 
L 1 —1 D 
1 0 0 
=|—1 3 ~—1 
一 1 0 2 
det (BBT) 一 6, 
vw 
VL 
es 
4] 
€1 ey 
A 6 
J . 
和 Vy Uy 
Vs te vs 
图 59 图 3.10 


例 3.3.7 求 图 3.9 以 w 为 根 不 含 边 es 的 根 树 数 目 。 
解 : 作 G' 二 GG 一 e; 出 CG 的 以 21 为 根 的 根 树 数 和 目 正 是 所 求 ,于 是 


一 上 0 0 1 1 
B= 0 0 一 1 0 一 1 


1 0 0 
det (BBT) = det - 1 2 一 4。 
一 1 0 2 
计算 G 中 以 wo 为 根 必 含 某 特 定 边 e= (Cw,v) 的 根 树 数目 ,可 以 先 计算 以 wm 为 根 的 根 
树 数 ,再 计算 不 含 e 的 根 树 数 ,其 差 即 是 ,这 里 再 介绍 另 一 种 计算 方法 ,由 于 根 树 的 特征 是 
任意 一 个 非 根 的 结 点 v, 其 负 度 都 是 1。 如 果 要 求 根 树 必 合 e= (u,v), 即 全 中 结 点 v 的 进 
入 边 已 定 , 因 而 任何 其 它 上 ,co) 形 式 的 边 都 不 会 在 根 树 中 出 现 . 所 以 可 作 G =G 一 {Cv) | 
上 天 as)G 中 以 mm 为 根 的 根 树 数 目 即 为 所 求 。 
例 3.3.8 求 图 3.9 以 wv 为 根 必 会 的 根 树 数目 。 
解 ; 做 G' 二 G 一 es 一 es; 得 图 3.10。 
"45. 


一 1 0 1 0 
B=| 0 0 0 一 1 
0 一 1 一 1 1 


1 0 0 
om -| 0 1 i 
一 1 0 2 
即 G 中 有 2 梨 以 ww 为 根 必 合 es 的 根 树 。 


3.4 回路 矩阵 与 害 集 矩阵 


有 向 连通 图 G 一 (VY ,E) 的 回路 害 阵 与 割 集 和 矩阵 都 与 (的 支撑 树 有 密切 关系 ,同时 在 
网 络 ,特别 是 电路 网 络 中 有 广泛 的 应 用 。 


3.4.1 回路 矩阵 及 其 性 质 


设 T 是 有 向 连通 图 G=(V ,EE) 的 一 标 支 撑 树 ,对 任意 的 边 zEEC(G) 一 E(T) ,Te 部 
构成 了 CG 的 一 个 唯一 回路 C, 如 果 给 回路 C 确定 一 个 参考 方向 ,那么 该 回路 的 边 ,如 果 其 
方向 与 回路 方向 一 致 ,就 称 它 是 正 向 边 , 和 否则 称 为 反 向 边 。 

定义 3.4.1 有 向 连通 图 G 的 全 部 初级 回 路 梅 成 的 华 阵 , 称 为 G 的 完全 回路 矩阵 , 记 


为 C., 它 的 元 素 是 
1， we Ci: 且 与 回路 C; 方向 一 致 。 , 
cy 一 1 一 1， ej EC; 且 与 回路 CG 方向 相反 。 \ 
0， 其 它 。 
例 3.4.1 图 3.11 的 完全 回路 矩阵 是 
1 1 0 1 0 0 7 % 
-1 0 1 0—1 0 
0 D 0 —1 1 N\ 
oI0 1 1 0 9 1 oN 
0 1 1 1—1 0 太 加 " 
一 1 0 1 一 0 1 图 ”3.1] 


1 1 0 0 1 1 

由 于 大 (1 委 A 安 闫 一 2 十 1 条 余 树 枝 可 能 与 了 构成 一 个 初级 回路 ,因此 完全 回路 矩阵 
C- 中 最 多 可 能 包含 2"“"*' 一 1 个 不 同 的 初级 回路 。 但 是 这 些 回 路 不 一 定 都 是 独立 的 。 比 如 
上 例 中 Ci 由 Cc:= Cr。 那 么 哪些 回路 是 独立 的 呢 ? 

定义 3.4.2 当 有 向 图 G=(V,E) 的 树 工 确定 以 后 ,每 条 余 树 边 e 所 对 应 的 回路 称 为 
基本 回路 ,该 回路 的 方向 与 6 的 方向 一 致 ,由 全 部 基本 回路 构成 的 矩 阵 称 为 G 的 基本 回路 
矩阵 , 记 为 Cy。 

例 3.4.2 给 定 图 3.11 的 一 棵 树 了 = {ey,e;wes), 则 其 基本 回路 矩阵 是 
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1 1 0 0 1 1] 
C= - 1 0 1 0 一 1 | 
0 0 0 1 一 1】 一 1 
e1 ea ea es ea es 
显然 基本 回路 人 斥 阵 中 每 个 回路 都 是 独立 的 ,因此 ran C, 王 mm 一 n 十 1。 进 而 ,如 果 和 将 Cy 
的 行 . 列 分 别 进行 一 下 交换 ,使 树枝 边 放 在 后 , 余 树 迪 放 在 前 且 次 序 与 它 所 构成 的 回路 一 
致 ,就 可 以 写成 分 块 矩阵 形式 ,比如 上 例 
1 0 0 l 1 ] 
Cc, = | 0 1 0 一 1 一 1 0 
0 0 1 0 一 ] 一 】 


ey 和 3 ey el 人 5 [1 


亦 即 
Cr 一 《了 Cr,), 
其 中 Cy ,是 树枝 边 所 对 应 的 子 阵 。 
定理 3.4.1 有 向 连通 图 G=(V ,EE) 的 关联 和 矩 阵 上 8 和 完全 回路 矩阵 C, 的 边 次 序 一 臻 
时 , 恒 有 
BCTY = 0, 
证 明 , 设 D = BC ,di 三 3 和 其 中 b&b 是 结 点 Ui 与 边 4 的 关联 状况 ,C4 是 回路 


Cj 与 边 6 的 相关 情况 。 回 路 C; 与 结 点 v 的 相处 只 有 2 种 可 能 ， 

(1) C; 不 经 过 vw, 如 图 3.12(a), 则 与 vv 关联 的 任 一 边 都 不 是 CC 中 的 边 , 所 以 d,, 一 0。 

(2) C 经 过 um ,如 图 3. 12(b), 则 必定 经 过 与 w 关联 的 2 条 边 e, 和 ei, 若 es 和 ee 在 CC， 
中 方向 一 致 , 则 对 v; 来 说 它们 是 一 进 一 出 ,因此 a,, 一 0; 如 玉 es 和 ,在 CC 中 方向 相反 ,对 
v, 它们 却 是 间 进 同 出 ,同样 4,,=0。 

由 于 di; 的 任意 性 , 故 定理 得 证 。 

定理 3.4.2 有 向 连通 图 GG=(V,E) 完 全 回 
路 年 阵 C- 的 秩 是 mm 一 十 1。 

证 明 , 由 于 Cy 是 人 ,的 子 阵 且 ran CC 一 mw 一 1 
十 1 , 故 ran 之 m 一 n 十 1。 现 证 ran C, 折 mm 一 十 
1,Sylvester 定理 指出 ,两 个 集 阵 4s, Bm ,如 果 
4 有 =0, 则 ran 4 十 ran B 所 ss。 因此 由 定理 3. 4.1. 
得 到 ran B 十 ran C, 志 m ,站 ran GC,m--n 十 ]。 (a) (by 

定义 3.4.3 由 连通 图 G 中 一 x 十 1 个 开 
相 独 立 的 何 路 组 成 的 算 阵 , 称 为 G 的 回路 算 阵 。 

记 为 C。 

回路 矩阵 C 有 以 下 几 个 简单 件 质 ; 

1. 基本 回路 矩阵 C, 是 回路 第 阵 。 

2. BC" 一 0,( 其 中 8 与 C 的 边 次 序 一 致 。) 


vi 


Se 


! 寺 和 12 


ad7 。 


3.C 二 PCy, 其 中 P 是 非 奇 异 的 方 阵 ,C 与 Cr 的 边 次 六 一 致 。 

定理 3. 4.3 连通 图 G 的 回路 手 阵 妃 的 任 一 和 一 a 十 1 阶 子 阵 行列 式 非 零 , 当 且 仅 当 
这 些 列 对 应 于 G 的 某 一 棵 余 树 。 

证 明 : 充 分 性 。 设 已 知 G 的 某 一 棵 余 树 于 , 则 可 构造 基本 回路 矩阵 Cj/= (7 Cr ) ,对 
给 定 的 回路 矩阵 C 进行 列 交换 ,使 其 与 Cj 的 边 次 序 一 致 ,这 样 可 写成 块 拢 阵 形式 C= 
《Cn Cz) ;其 中 Ci 对 应 ,由 性 质 3,C=PCy, 即 (CC)=PU Cn)=(P PCr,), 
因此 Ci,=P 是 非 奇 异 的 , 即 其 行列 式 非 零 . 再 证 必要 性 ,将 C 的 这 mm 一 # 十 1 列 换 到 前 面 ， 
成 C=(C Ci 。 现 只 需 证 Ciz 对 应 G 的 一 棵 树 。 假设 Cu 对 应 的 不 是 树 4 则 一 定 含 有 回 
路 ,这 种 回路 只 由 Ca 中 的 某 些 边 构 成 。 这 样 经 过 行 变 换 可 得 

Cr 议 | 
0 Cz 
其 中 C4 隆 0。 于 是 
det (Cn) = det [|= 0。 
0 


与 det Cu 天 0 矛盾。 
该 定理 揭示 了 G 的 余 树 与 其 回路 矩阵 之 间 的 关系 。 
定理 3.4.4 若 有 向 连通 图 G=(V,E) 的 基本 关联 矩阵 8 和 基本 回路 矩阵 Cr 的 边 
钦 序 一 致 ,并 设 Cr= (7 Cns) ;Bi 二 (Bi B12),; 则 
Cr = 一 本 Bir。 


证 明 ; 册 定理 3.4. 1 即 得 BC7 二 0, 写 成 块 矩 阵 形式 ,有 
1 
CB Bo cy |= 0 


已 2C7 ， 一 一 号。 
由 于 Bi 对 应 的 边 构 成 G 的 一 棵 树 。 根 据 定理 3, 2, 6,Bis 存 在 逆 和 矩阵 Bi 。 由 此 定理 得 证 。 
本 定理 说 明 如 果 B, 已 知 ,而 且 确 定 了 一 棵 树 。 则 可 以 直接 经 过 计算 求 得 G 的 基本 回 
路 矩阵 Cy。 
例 3.4.3 已 知 图 3.11 基本 关联 矩阵 
1 一 1 1 0 0 0 
0 1 0 -1 0— : 
一 1 0 0 1 1 0 
el [4 £3 4 65 ee 
其 中 ey,esses 所 对 应 的 子 阵 行列 式 非 零 , 求 Cy。 
解 :由 ei ,esses 可 构成 G 的 一 棵 树 。 对 B, 进行 列 交换 ,得 到 


-1 1 0 1 0 0 
Bi| 1! 071l 0 071l_gp Bg, 
[Lo oo 171 1 0 "YY 


ez 的 E14 el es EN 


B, = 


+ 48* 


因此 


即 


这 样 S 中 的 每 条 边 e, 或 者 与 3 同 向 ,或 者 方向 相反 。 


65} 是 割 集 ,而 S$; 二 {esse7} 不 是 割 集 。 在 Si 中 ,ez 与 名 


1 1 
Cr,=—BlBs = - 一 1 | 
0 
0 
1 


1 0 
ro 1 
Lo 0 


22 ey es [3| [| Ee 


3.4.2 荐 集 和 阵 及 其 性 质 


定义 3.4.4 设 3 是 有 向 图 G 一 (Y ,五 ) 的 边 子 集 , 若 

1. 刀 一 (YE 一 9) 比 G 的 连通 支 数 多 1。 

2. 对 任意 SCS,G 与 G"==(V,E 一 $') 的 连通 支 数 相同 。 

则 称 S 是 G 的 一 个 割 集 。 

一 般 给 割 集 5 确定 一 个 方向 , 称 它 是 有 交割 集 ，， 二 1/ 


例 3. 4. 4 图 3.13 中 ,一 {eyryeiyer} 9 一 {el， 


方向 相同 + 而 和 4 人 4 相反 。 
定义 3.4.5 有 向 连 遂 图 G 的 全 部 割 集 组 成 的 镍 
阵 , 称 为 完全 人 割 集 矩阵 , 记 作 5.。 其 元 过 “ 


S, 二 4 一 1， ,在 5; 中 且 方 向 相反 。 
0， 其 它 。 
例 3.4.5 图 3,14 的 完全 制 集 答 阵 是 
1 一 1 1 0 0 0] 
一 1 0 0 一 1 0 1 
0 1 0 1 1 0 
0 0—1 0 一 1 一 ! 
一 1 1 0 0 1 1 
1 0 1 1 1 0 
0 一 1 1 一 1 0 | 
el ez ey A es ee 


由 于 割 集 将 连通 图 的 结 点 划分 成 连通 的 两 部 分 ,其 


| 1， ej 在 S$; 中 且 方 向 一 致 。 


S$, = 


» A » 


结 点 数 分 别 为 irn 一 i,1<i<<n 一 1。 因 此 G 最 多 有 二 (2" 一 2) 一 2 一 1 个 不 同 的 割 集 。 但 
这 些 制 集 不 一 定 都 是 独立 的 ,比如 上 例 中 5; 一 SD5， 
定义 3.4.6 设 工 是 连通 图 G 的 一 标 树 ,ea 是 一 个 树枝 。 对 应 e 存 在 G 的 市 集 5,,5; 
只 包括 一 条 树枝 边 。 及 菜 些 余 树 校 , 且 与 6 的 方向 一 致 .这 时 称 8, 为 C 的 对 应 树 T 的 一 
个 基本 审 集 。 
定义 3.4.7 给 定 有 向 连通 图 G 的 一 棵 树 7, 则 由 全 部 基本 钊 集 组 成 的 矩阵 称 为 基 
本 市 集 抵 阵 。 记 为 5/。 
例 3.4.6 ”了 = {eyes,04} 是 图 3. 14 的 一 棵 树 , 其 基本 人 害 集 矩阵 是 
一 1] 1 0 0 1 1 
Ss,= 0 0 1 0 1 | 
1 0 0 l 0 —1 
41 22 [| 各 4 es es 
在 基本 制 集 短 阵 中 如 果 把 余 树 边 对 应 的 列 放 在 前 , 树 校 边 对 应 的 列 放 在 后 且 与 审 集 
次 序 一 致 ,比如 上 例 中 
一 1 1 1 1 0 
,一 | 0 1 1 0 1 
1 0 一 1 0 0 
el es ee ez ps 8, 
则 基本 制 集 抢 阵 可 写成 分 块 矩阵 形式 5/= (SA， 了 ,其 中 单位 矩阵 对 应 一 樟树 。 显 然 
ran S/=n—1, 
定理 3.4.5 当 有 向 连通 图 G 的 完全 回路 和 矩阵 C, 和 完全 割 集 矩 阵 5, 的 边 次 序 一 致 
时 ,有 S.C7=0。 


证 明 ; 设 DD=5,C7,d; 一 2 .cns 其 中 5 是 第 个 害 集 的 第 上 条 边 ,cn 是 第 7 个 回路 
的 第 条 边 。 割 集 < 与 回路 ,的 机 处 只 有 2 种。 


| 
(a) (b 


图 3. 15 
1.S; 与 人 不 相交 , 即 C, 中 的 边 在 号 ; 里 不 出 现 ， 自 然 di=0。 
2. 5; 与 C 相交 ,显然 它们 有 偶数 条 共同 的 边 ,如 图 3. 15(b) 所 示 , 其 中 相 邻 两 条 边 
EprEq 组 成 一 对 ,如 果 它 们 在 Ss; 中 方向 一 致 , 则 在 人 中 方向 相反 ,反之 亦 然 。 因此 di=0, 
由 di 的 任意 性 ,定理 得 证 。 
定理 3.4.6 连通 图 C 的 完全 割 集 矩 阵 $. 的 秩 是 一 1。 
» 50。 


) 


证 明 ; 由 于 Sy 是 5, 的 子 第 阵 , 而 ran Sr 一 xz 一 1, 因 此 ran 5S, 之 x 一 1。 又 由 定理 3. 4,5， 
S.C7 二 0, 根 据 sylvester 定理 ,ran 5S, 十 ran C. 过 m, 放 ran .sz 一 1。 因 此 ran 5S, 一 2 一 1。 

定义 3.4.8 连通 图 G 的 2 一 1 个 互相 独立 的 割 集 构成 的 矩阵 称 为 G 的 割 集 矩阵 。 记 
为 $。 

割 集 短 阵 5 有 以 下 简单 性 质 

1. 基本 割 集 和 矩阵 Sy 是 制 集 矩阵 。 

2. SC 二 0 3 和 C 的 边 次 序 一 致 。 

3,5 二 PS 其 中 尸 是 非 奇异 方 阵 ,3 与 5S; 的 边 次 序 一致 。 

定理 3.4.7 连通 图 G=(V , 互 ) 的 割 集 矩 泗 3 的 任 一 » 一 1 阶 子 阵 行列 式 非 零 , 当 且 
仅 当 这 些 列 对 应 于 它 的 某 棵 树 。 

证 明 : 充 分 性 。 设 已 知 C 的 某 棵 树 T, 则 可 构造 基本 制 集 矩 阵 9 一 (37， 了 )。 对 给 定 
的 割 集 矩 阵 8 进行 列 交 换 , 使 其 与 Sr 的 边 次 序 一 致 ,于 是 可 写成 分 块 扯 阵 形式 $ 一 (3S， 
512) ,其 中 Si 对 应 树 T。 由 性 质 3,S=PSy, 即 (Si SS) 一 PS ,中 = 《PSj, P)。 因此 'S。 
二 也, 是 非 奇 异 的 , 即 其 行列 式 非 零 。 必 要 性 。 调 整 $ 的 这 一 1 列 枸 成 512, 使 §S= (51 
Siz)。 假 定 Siz 的 各 列 对 弃 的 不 是 树 , 则 一 定 含有 已 < 四条 边 的 初级 回路 C。 由 于 C 是 G 
揭 连 通 子 图 ,因此 C 的 割 抹 矩阵 的 秩 是 /一 1, 亦 中 $1 对 应 的 这 /1 列 线性 相关 , 故 | 5,, | 
一 0, 了 矛盾 。 

定理 3.4.8 设 Sr 和 Cr 分 别 是 连通 图 G 中 关于 其 棵 树 了 的 基本 便 集 矩阵 和 基本 回 
路 矩阵 ,上 且 边 次 序 一 致 ， 并 设 Sj=(Sr 门 ,Cr 一 人 Cr 则 89r 二 一 C7,。 

证 明 : 由 定理 3. 4.5, 有 

SrC7 = 0。 


ri 
《Sr， Dl = 0， 
12 


故 得 证 。 
推论 3.4. 1 当 连 通 图 G 的 基本 伸 集 矩阵 与 基本 关联 矩阵 的 边 次 序 一 致 时 ,有 
Sr = BiBn, 
例 3.4.7 已 知 图 3. 15 的 基本 关联 矩阵 
一 上 0 一 了 0 1 
本 
0 0 —1 0 —1】 一】 
el ea ec el Ps es 
其 中 {ez,esve4} 构 成 G 的 树 , 求 对 应 的 基本 制 集 和 矩阵 。 
解 :对 召 的 列 重新 调整 如 下 
一 1 0 1 0 0 一切 
0 1 0 1 0 !| 


ss 5l. 


-1 0 1 0 0—1 11 0 
-| 0 1 | -| 0 1 -| 0 0 | 
0 -1 -1 -1 0 -10 0 

-1 1 1 1 0 0 

0 1 1 0 1 0 

5/ (Ba Bu »-| 1 0-1 0 0 ， 

el es eg 6; Ba es 


3.5 支撑 树 的 生成 


在 3.3 节 中 我 们 讨论 了 连通 图 树 的 计数 方法 ,其 计算 过 程 十 分 方便 ,不 过 它 还 不 能 给 
出 每 棵 酝 的 具体 构成 ,但 在 有 些 场合 这 又 恰恰 是 十 分 需要 的 。 本 节 介 绍 Mayeda 等 提出 的 
利用 基本 树 变换 生成 G 的 全 部 支撑 树 的 算法 ,该 算法 与 基本 制 集 有 紧密 联系 。 先 介绍 一 
些 有 关 知 识 。 

为 方便 起 见 , 本 节 中 用 上 表示 G 的 一 棵 树 。 假定 刁 忆 是 连通 图 G 的 两 棵 树 ,中 共有 
下 条 边 不 属于 加, 则 称 所 和 志 的 距离 4: 吉 ) 一 上 当然, 此 时 也 有 d (tz st ) 二 此。 

定义 3.5.1 设 六 和 志 是 连通 图 C 忠 离 为 1 的 两 棵 树 。 #1 一 ts 二 Ce) 一 二 一 人) 。 则 所 
二 四 (ese') 称 为 t 到 zi 的 基本 树 变换 。 , 


由 于 e' 久 刀 ,因此 它 是 的 一 条 余 辆 边 。 十 (Ce 含有 

一 条 唯一 回路 CieEC。 所 以 四 (ee 又 形成 了 G 的 另 p ez 

一 棵 树 握 。 so » 
例 3.5.1 图 3.16 中 , 设 H=(esyesse) ste=(ere 

ee 
给 定 G 的 一 棵 树 ,就 可 以 得 到 wm 一 1 个 基本 割 纪 


5 (to) ,它们 的 集合 叫 基 本 割 集 组 , 记 作 5S。 其 中 每 一 个 寺 局 
本 割 集 sw. (pa) 都 对 应 关中 唯一 的 一 条 树枝 e:。 比 如 在 图 图 3.16 
3， 16 中 , 令 to 二 (e1sezr63), 有 
Se (10) 一 《eye43E67 3 (to) = (erpr res), $e to) = (e304105)o 

假定 基本 制 集 5.(21)== (eyalsass'"…” sas), 且 tz 是 不 合 e 且 与 t, 距离 为 1 的 另 一 棵 树 。 
令 己 一 二 一 上 人) ,那么 边 5 有 什么 特点 呢 ? 

定理 3.5,.1 今后 ,所 是 G 刀 中 距离 为 1 的 两 棵 和 桂 , 旦 让 一 在 = (Ce) ,ts 一 二 8)， 则 bE 
5 反之 若 AEz(a》 则 与 申 (e, 纺 是 树 。 

证 明 ,; 轩 下 一 所 一 (e) ts 一 二 06), 可 得 本 t;= (eb)。 

设 盖 (eyaiyar 和 wsar)。 

ts—= (ba Qs AE) 

车 站 s.(41) ,由 于 sc(#i) 不 含 吉 其 它 树 枝 边 evas，… sass: 故 sc(z) 不 含 i 的 任 一 条 边 。 
这 样 删 去 s.(#,) 的 全 部 边 之 后 ，t,， 亦 即 G 仍 连 通 , 这 与 (f) 是 割 集 了 矛盾 。 

bo" 


反之 ,车 5Es(41) ,而 s.(#1) 只 含 4 的 唯一 树枝 e。 因 此 5 了 4a. 一 112,…* 8) ,所 以 5 区 
i。 i 十 6 存在 含 e 的 唯一 回路 ,因此 六 外 Ce 六 连通 ,同时 有 一] 条 边 。 它 是 一 标 树 。 
由 于 s.《#1) 中 的 边 5 是 任意 的 ,所 以 立即 可 以 进行 推广 。 
定理 3, 5.2 给 定 G 的 一 棵 树 6, 令 vi2,…… ,ts 是 G 中 全 部 满足 
to— {= (ey, 
ti—to = (0), 
的 树 , 则 sto) 一 (ep)。 反 之 若 志 EwGo 则 一 4 四 (e 必 ) 是 树 。 
例 3.5.2 在 图 3.16 中 , 邻 = (elsezyes)。 则 4 二 (esyezsres) sts 二 (esrezy63) :满足 to 一 
ti= (ed ti to= (er) tato = (es) ,se (to) = (eve rps) 
例 3.5.3 3, 16 中 邻 二 (ei,es ;ye3)。 每 个 树枝 所 对 应 的 基本 荐 集 是 


$e (加 ) = {ele 06) 


1 一 ls21°* po 


5., (to) 一 (eres ses) o 
$c, (to) = (e301:)o 


因此 G 中 与 6 距离 为 1 的 全 部 树 是 


由 (46》 
ti 一 《easyezye3)。 
ts = (es re2 rE4) 
由 sr, (to) 
ts = (eis8s 1€1), 
t, = {ese6res), 
由 $6, (to) 


ts = (elyesres)o 
ts = (eyeéss es), 
这 样 可 以 定义 这 些 树 的 集合 。 
定义 3.5.2 令 
T= yD ede EE ste} 

7" 表示 对 的 某 棵 参考 树 t,,eEto。 逐一 用 其 基本 制 集 s.(1o) 的 每 条 边 去 替换 e. 即 进 
行 基本 树 变 换 之 后 的 新 树 集合 。 

对 于 上 例 ,可 得 To 一 全) ,TT 二 fs44}1T 4 二 {lsste} ,采用 这 种 符 导 表示 之 后 ,我 们 
有 

定理 3.5.3 设 6= (eyes，… es) 是 G 中 的 参考 树 。 则 G 中 与 &6 距离 为 1 的 树 恰 在 

To Tree Tr 
的 某 个 集合 之 中 。 

证 明 ; 其 存在 性 正 是 定理 3. 5. 2 的 推广 , 现 证 其 礁 一 性 ,由 于 7“ 中 的 每 棵 树 : 都 是 由 
基本 割 集 * (to) 中 的 菜 条 边 替代 zt。 中 的 e 而 得 ,t 中 不 可 能 有 ei。 反之 ,因为 :ET", 它 与 吉 
的 距离 为 1。 就 是 说 所 除 边 e; 之 外 ,其 祭 各 边 都 属于 #。 所 以 若 eEteiEtea 天 ei。 则 对 
7 中 的 每 棵 树 i,e, + 而 “Et 而 对 了 7 的 每 棵 树 志 er 人 7 而 “Et。 显 见 2 站 17 一人。 
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类 似 的 方法 , 令 
T= {Be EE S00), 1 E Tb ¢), 
对 参考 树 to 中 的 一 条 树 边 e, 先 求 蔡 换 e 的 与 to 虐 离 为 1 的 树 的 集合 7“ ,然后 对 7“ 中 的 
每 棵 树 t, 若 e, 是 它们 的 树枝 ,再 进行 一 次 基本 树 变换 。 即 用 e, 所 对 应 的 以 上 为 树 的 基本 割 
集中 的 其 余 边 5 来 珍 换 e。 从 而 得 到 T… 中 的 -- 标 树 。 
例 3.5.4 令 = (eresses) 是 图 3.16 的 参考 树 。 则 了 7 一 和 essezrses) (esyeayes)) ,其 
中 同一 (eyyeryes) st 一 (esyezre1)。 这 时 
Se, (t1) = (e225360) 56 (ts) 一 《esyel 64 168), 
于 是 由 s(t,) 得 到 
tH = (es yyy€3), 
12 = (ee se61963), 
由 5, (1s) 得 到 
ty = (elvecres), 
ti = (erresrey), 
1 = {es see sea), 
从 中 发 现 ,上 就 是 例 3. 5, 3 中 的 二, 即 它 与 to 的 距离 为 1。 而 其 余 树 虽然 都 与 i 的 距 
离 为 2, 但 如 与 益 是 同一 棵 树 , 计 算 重 复 。 首 先 解 决 前 一 个 问题 。 
定义 3.5.3 设 加 =(eezeye1) 是 如 的 一 模 参 考 树 。 定 义 
T= (tOB eB E SD) MN st ETH,b FE), 
比如 上 例 中 
$e, (#1) 门 5 (to) = (e2525s66) 门 《esesses) 一 《eaye5ses]。 
$e, ta) 门 sfto) 一 《eyetyesyei) 门 (esses 66) 一 【esyes)。 
因此 只 有 攻 , 必 和夫 属 于 Too。 
由 于 se) 是 图 G 关于 树 的 包含 树枝 e 的 基本 割 集 。 由 于 eyer 都 在 mm 中 ,所 以 寓 
集 s., (to) 不 会 包含 另 一 条 树枝 el; 即 ei 入 3 CD 门 5 (10) ,当然 ez 人 5 《四 门 5 20) 。 即 TY“ 中 
的 每 棵 树 包 含 了 中 除 e1,es 之 外 的 所 有 按 , 并 对 任意 上 ET ,都 有 dg) 一 2。 因 此 可 以 
得 到 结论 
定理 3.5.4 与 一 (e101，…,6e,-1) 距 离 为 2 的 全 部 支撑 树 都 在 集合 T5 之 中 ,e， 
ejEtos iFj, 
一 般 情 况 下 ,可 以 定义 Taes “2 如 下 
Ts = {EB eb) 1b € 5 €2) so Co), 
直人 Te 
这 样 ,如 果 令 T= 二 UT*,e:€Et0。 T=UT"i,envelEto re, Ti— UT ,el Elo j=1,2, 
小 。 就 可 以 得 到 
定理 3.5.$ 设 6 是 连通 图 G 的 参考 树 ,tzts 是 G 的 任 一 标 支 撑 树 ,那么 一 定 有 tE 
TT 
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证 明 :; 设 4 一 加) 一 40 魏 ! 魏 2 一 1), 即 六 中 必 有 /条 和 边 不 属于 上 。 不 妨 设 它们 是 evez， 
ea 由 7 定义 即 得 ET。 
综 土 我们 可 以 给 出 迷 通 图 G 全 部 生成 树 的 生成 算法 。 
a. 给 定 参 考 宕 t0 Te 人 加) ,j= 一 1。 
b, 计算 417,710UT'。 
c, jj 十 1, 若 ja 执行 b, 和 否则 结束 。 
算法 结束 时 ,T。 包含 了 G 的 金 部 树 。 其 中 步 台 5 最 为 复杂 , 它 要 分 Cs 种 情况 计算 
Ts 在 步骤 如 第 /次 先 代 时 ,与 姑 距离 为 j 的 树 都 会 得 到 ,而 任何 距离 小 于 j 的 树 都 不 
会 出 现 , 因 此 该 算法 是 较 好 的 ,但 是 它 并 没有 保证 对 每 一 棵 与 t, 距离 为 的 树 iy 只 在 C4-) 
种 情况 之 一 出 现 。 关 于 这 一 点 ,Mayeda 等 给 出 了 解决 办 法 ,这 里 就 不 再 讨论 。 
最 后 . 仍 以 图 3. 16 为 例 , 给 出 该 算法 的 一 个 完整 过 程 。 
例 3.5.5 以 如 二 (erezse3) 为 参考 树 , 求 G 的 全 部 生成 树 。 
解 :由 前 面 诸 例 已 得 
1. 17”= {to})={(e1rerre)}, 
2. Ti=T UT*UT%={(e ee) (ecorerre)} {eresres)s (eresses)} {etes, 
ee feivezses))。 
其 中 5 (to) 一 (eyes res) softo) 一 (eaye5ye6)5o (to) = (esresres)o 
3.72 一 了 Te UT UT , 
(a) 其 中 T= {(esrerses) (evrerses) (es vesres)}, 
(Cb) 计算 Ts。 其 中 Tt 包括 刀 = (84wezse3) ,ts 一 《essere63) 于 是 
se (ti) (| so, (to) = (e183s€8s€0) () (e3041€5) = (e165) 
se, Ct2) 门 se (fo) = (esre4r€s) 站 (eyeses) — (e343€s)o 
Ts = {lss84res) (ey sesres) (Fs res re2)}o 
(c) 计 算 Te 。 其 中 了 2 包括 所 一 (esyelyeo)opa 一 (esyelves) ,这 样 
St) 门 5 (to) 一 《eavearetses) (MN (e301r6s) = (e304), 
Se, (#2) (Ns Go) 一 《esyesyes) 门 (esyetses) 一 《eveis65)。 
Ta = {ere ss) 3 (er see) s (es rersee)}, 
7 包括 了 9 棵 树 。 
4. 计算 Ya 二 Tea 
由 = {eysesvyes) (eoresre3)s feiyeiyes)} 可 得 
se, C21) MN 3 (to) = (e102 303) 门 (035041€5) = (es) 
so, C22) NM sbto) 一 《eyeayres) 门 (eaveyes) = (es 


se (83) () se bto) 一 《eyeaye3)》 站 《everes) 一 《ea)。 


1 一 允 . 


因此 最 终 共 有 16 标 不 同 的 树 , 如 图 3. 17 所 示 。 
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图 3.17 
Mayeda 算法 的 关键 在 步骤 5。 每 进行 一 次 基本 树 变换 ,就 需要 计算 5S.(t)。 设 e=(4， 
v) ,出 一 如 中 u 与 UV 分 属 丙 个 不 同 连 通 支 :7) 一 CV :1E1) 1G: = (Vo, Fs) 已 这 时 G 中 两 端点 
分 别 在 Vi 和 Y: 的 边 2ES.G)。 因 此 求 基本 制 集 的 计算 复杂 度 为 O(m) .如 果 心 中 有 户 棵 
树 , 则 该 算法 最 坏 情 况 下 ,其 计算 复杂 性 是 OCpm)。 


3.6 Huffman 树 


以 下 三 节 讨 论 树 的 应 用 ,首先 介绍 最 优 二 又 树 。 
定义 3.6.1 除 社 叶 外 ,其 余 结 点 的 正 度 最 多 为 2 的 外 向 树 称 为 二 又 树 。 如 果 它 们 的 
正 度 都 是 2, 称 为 完全 二 叉 树 。 
例如 图 3, 18 是 一 棵 完全 二 叉 树 ,z。 是 根 , 每 条 有 向 边 的 方向 都 是 朝 下 的 。 如 果 二 又 
树 工 的 每 个 树叶 结 点 vw 都 分 别 赋 以 一 个 正 实 数 ww, 则 称 了 是 赋 权 二 叉 树 。 从 根 到 树叶 尽 
的 路 径 P(zovz) 所 包含 的 边 数 计 为 该 路 径 的 长 度 2 ,这 样 二 又 树 了 带 权 的 路 径 总 长 是 
WPL = > rw，u 是 树叶 。 


反 过 来 ,如 果 给 定 了 树叶 数目 以 及 它们 的 权 值 ,可 以 构造 许多 不 同 的 赋 权 一 义 树 。 在 
这 些 赋 权 二 又 树 中 ,必定 存在 路 径 总 长 最 小 的 二 叉 树 ,这 样 的 树 称 为 最 优 二 又 峙 。 
例 3.6.1 已 知 英文 字符 审 adacatedecade 试用 二 进 制 字符 串 代 替 某 个 字母 ,并 保 让 
»。56» 


该 英文 字符 串 与 二 进 制 率 构 成 一 一 对 应 。 

解 :该 字符 串 中 有 字母 a,d,esc si, 它们 分 别 出 现 4,3,3,2,1 次 。 令 每 个 字母 对 应 二 又 
树 的 一 个 树叶 , 根 到 树叶 的 路 径 是 唯一 的 ,而 且 这 条 路 径 决 不 会 是 根 到 另 一 个 树叶 路 径 的 
一 部 分 。 这样 根 到 树叶 的 路 径 与 该 字母 构成 一 一 对 应 。 如 果 在 树 了 中 令 向 左 的 边 为 0, 向 
右 的 边 为 1。 那么 这 些 路 径 又 与 二 进 制 捉 构成 了 一 一 对 应 。 

例如 邻 Wyasescst 分 别 对 应 图 3.18 的 vayvsyvervisv0s da- 00,4<-010,e<— 011,e 
< 一 10,1<- 11。 该 英文 字符 串 对 应 01000010100101011000111001000011 。 


图 3.18 图 3.19 


如 果 字 母 与 树叶 的 对 应 情况 如 图 3. 19 所 示 。 芭 ao< 00,ze 010,ce 011,e*- 10,d*- 
11, 则 对 应 字符 囊 是 00110001100010101110011001110。 这 两 种 情况 下 字符 串 的 总 长 分 别 
是 33 和 29。 

给 定 了 x# 个 树叶 的 权 值 , 如 何 构造 带 权 路 径 总 长 最 短 的 最 优 二 叉 树 呢 ? 哈 夫 皮 给 出 了 
一 个 算法 。 由 该 算法 得 到 的 二 叉 树 称 为 Huffman 树 。 

算法 描述 如 下 : 

a, 对 n( 之 2) 个 权 值 进行 排序 ,满足 

Ww 地 Wi, 委 去 Tio 

b, 计算 ww 二 wi 十 wi 作为 中 疗 结 点 vw 的 权 ,w; 的 左 儿 子 是 w ,有 儿子 是 vi,。 在 权 序 列 
中 删 去 wi ,voi ,加 入 wi,n<n 一 1。 车 wn 一 1, 结束。 否则 转 a。 

例 3.6.2 权 序 列 为 (4,3,3,2,1) 的 Huffman 袖 的 构造 过 程 是 : 


图 3.24 


算法 的 计算 复杂 度 主要 取决 于 步骤 z, 而 且 是 ”个 权 值 的 第 一 次 排序 , 它 一 般 需 进行 
韦 ogn 次 比较 。 之 后 每 当 产 生 wi 时 ,只 需 在 新 序列 中 进行 揪 入 运算 ,其 复杂 性 是 logn, 由 


于 总 共 只 进行 z 一 2 次 迭代 ,因此 整个 算法 的 计算 复杂 性 是 OCnlogn)。 

定理 3.6.1 由 Huffman 算法 得 到 的 二 叉 树 是 最 优 二 叉 树 。 

证 明 :假定 "之 3,z 委 so 科 …… 科 rom 并 设 了 是 最 优 持 。 则 一 定 有 4 一 max{2}。 否 则 ， 
若 mw 而 和 <<。 那么 将 wi 与 w 对 调 得 到 了。 有 WPLIT ) 一 页 PLCTD<0, 与 了 最 
优 了 矛盾 。 于 是 林 得 到 结论 ;只 要 人 是 最 优 树 ,ww 就 一 定 离 根 最 远 。 同时 立即 可 知 ,w, 必 有 
兄弟 .否则 让 wi 赋值 给 该 树叶 的 父亲 结 点 ,就 可 得 到 路 径 总 长 更 小 的 树 。 由 于 ws 是 序列 
中 次 最 小 的 权 , 故 可 令 mi 的 兄弟 是 is。 因此 分 枝 ws 十 rw:( 如 图 3. 21) 可 以 是 最 优 树 工 的 
子 图 。 

设 了 是 个 树叶 的 最 优 树 ,收缩 分 支 x 十 w; 后 是 对 应 的 ”一 1 个 树叶 的 了 ， 如 图 
3. 22 所 未 。 


wi 二 ws 


/ > / 
八 wi 十 toy 
TL ts Ww wy 
T, TA 
图 3.21 河 3. 2 


在 n—1 个 权 ( 其 中 之 一 是 zu 十 zz) 时 , 亦 有 其 最 优 二 叉 树 Ti ,然后 将 wi 二 ws 分 支 
展开 后 又 得 到 有 天 个 权 的 一 叉 峙 7， 如 图 3.23 所 示 


. 
八 Wi 二 wz 


图 2.23 
因为 工 , 和 T,-: 分 别 是 最 优 树 ,所 以 WPL CT,) 志 WPL (CT'), WPL (T,.1) 扎 WPL 
CT%_1}。 由 于 
WPL(T’_,) = WPL(T) — {tw + w,), 
WPL(T.) ~ WPLCT) — (wi + wz), 
可 得 PLOT WPL(T,-1)。 亦 即 1 ,7 都 是 最 优 树 。 
当 算 法 执行 到 x==2 时 ,自然 是 一 棵 最 优 树 。 青 与 分 枝 收 缩 的 过 程 相反 进行 展开 ,最 后 
得 到 的 7', 一 定 是 最 优 二 叉 树 。 
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3.7 最 短 树 


在 左权 连通 图 中 ,有 时 需要 计算 其 总 长 最 小 或 最 大 的 支撑 树 . 这 就 是 最 短 树 和 最 长 树 
向 题 , 例 如 要 在 若干 加 油 站 之 间 铺 设 输 油管 道 ,已 知 任意 两 个 加 油 站 之 间 输 油管 道 的 铺设 
费用 ,如 果 让 每 个 站 都 能 保证 油 的 供应 ,那么 最 少 的 建造 费 开 就 应 该 是 计算 它 的 最 短 树 。 

以 下 介绍 关于 赋 权 连通 图 G 最 短 树 的 两 个 好 算法 。 它 们 分 别 是 由 Kruskal 和 Prim 
提出 来 的 。 


3.7,1 Kruskal 算法 


Kruskal 算法 的 描述 如 下 : 
了 < 和 

当 |T|<x—1 £8 E#B 时 , 

begin 

a,e*+- 忆 中 最 短 边 。 

b. E=—E—e, 

c. 若 了 十 e 无 回路 , 则 了 了 <- 了 -二 e。 

end 。 

车 | 了 |1<* 一 1 打印 “ 非 连通 ”否则 输出 最 短 树 。 

该 算法 的 思路 是 不 断 往 了 中 加 入 当前 的 最 短 边 e, 如 果 此 时 会 构成 回路 ,那么 它 一 定 
是 这 个 回路 中 的 最 长 边 , 删 之 .直至 最 后 达到 * 一 1 条 按 为 止 . 这 时 了 中 不 包含 任何 回路 ， 
因此 是 树 。 

例 3.7.1 对 图 3. 24 执行 Kruskal 算法 的 过 程 是 了 < 
(zypa sorvs) (aiyo)。 当 加 入 (cvus) 时 会 构成 回路 ,因此 
边 (oyos) 不 加 入 了 。 此 后 T<T 十 (we)。 这 时 | 了 [== 一 1， 
了 二 {verva) (veov5) 3 CULV02) (vz:04)} ;结束 。 

定理 3.7.1 ==(V,E') 是 赋 权 连通 图 G 二 (V ,E) 的 最 
短 树 , 当 且 仅 当 对 任意 的 余 笃 边 e€EE 一 巨 ,回路 CC 三 已 十 
e) 满 足 其 边 权 

wte) 之 wla), ECGa 天 6)。 

证 明 : 必 要 性 。 如 果 存 在 一 条 余 树 边 e* 满足 wfke) 二 
wta),a€C', 则 了 TT 办 (a,e) 得 到 新 树 T' 比 T 更 短 ,与 是 最 
短 树 蔬 盾 。 再 证 充分 性 。 车 存在 比 荆 还 短 的 树 卫 ', 则 了 TT' 一 了 T 隆 B, 设 eET' 一 T, 则 了 十 e 构 
成 唯一 回路 C*。 如 果 对 任 写 的 T' 关 于 工 的 余 树 边 eET' 一 T, 它 与 回路 性 里 的 树枝 边 x 
laEC'NMT) 相 比 都 有 wle) 之 wla), 则 有 wtT') 庆 w(T) ,与 假设 矛盾 。 因 此 一 定 存在 某 边 
e€T' 一 了 ;对 于 某 条 边 a€EC 站 7 ,满足 ww(e)<w(e)。 

定理 保证 了 Kruskal 算法 的 正确 性 。 以 下 讨论 它 的 计算 复杂 性 。 很 显然 ,在 迭代 过 程 
中 复杂 度 主 要 取决 于 步骤 a 和 ce。 


3. 24 
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对 m 条 边 的 权 采 用 堆 结构 存放 ,可 以 保证 根 结 点 是 当前 的 最 小 权 。 堆 结构 是 一 种 均 
衡 二 叉 栅 , 它 满足 对 任何 一 个 父亲 结 点 ,其 权 都 小 于 等 于 其 左 . 右 儿子 的 权 。 初 始 , 构 造 一 
个 有 m 个 结 点 的 均衡 二 丸 树 ,每 一 个 结 点 的 权 对 应 原 赋 权 图 G 中 一 条 边 的 权 。 一般 它 不 
满足 堆 结构 的 排序 要 求 , 所 以 首先 要 建 夫 。 比 如 对 图 3. 25(a) 的 二 叉 树 ,最 后 的 堆 结构 应 
该 是 (b)。 它 的 计算 复杂 性 分 析 如 下 。 


(a) ‘b) 


图 3,25 


设 二 叉 树 的 高 度 即 树 T 中 根 到 树叶 的 最 远 距离 是 及 ,其 结 点 数目 为 NC 相当 于 GG 中 

的 mx 条 边 ;?。 有 
N22 十 人 十 司 十 对 十 呈 十 2 二 2711 一 1， 

其 中 2 表示 第 上 层 的 结 点 数目 。 

第 上 层 的 某 结 点 的 权 在 最 坏 情 况 下 ,会 沿 着 该 楠 的 某 条 路 径 向 下 溅 到 树叶 ,因此 最 多 
有 2Ch 一 &) 次 比较 。 这 样 如 果 第 六 层 的 全 部 结 点 都 要 向 下 滤 到 树叶 ,就 有 人，2(h 一 上 ) 次 
比较 。 

所 以 建 准 的 总 比较 次 数 是 


一 2 0 一 .= zh D2 一 2 74. 2 一 2h{2:+t! — 1) — 25,, 
其 中 
= Ph- 2 = (hm 1)2+! 十 2， 


因此 
S=2+*21t1— 2h—42~2N, 
所 以 建 堆 的 计算 复杂 性 是 Om)。 
根 结 点 的 权 ( 即 最 短 边 ?取出 后 , 则 将 最 后 一 个 结 点 删除 ,把 它 的 权 赋 了 予 根 结 点 。 该 

二 叉 树 再 进行 调整 ,保持 其 堆 结构 形式 . 显然 其 调整 阶段 的 复杂 性 是 logm。 也 就 是 说 每 一 
次 选 代 时 步骤 a 的 复杂 性 是 logm。 这 样 如 果 算 法 需要 秋 代 pp 次 ,步骤 a 的 总 计算 复杂 性 
是 Otm 十 plog1m)。 

现在 讨论 步骤 。 设 当前 最 短 边 是 e= (wj ,而 先前 已 选 入 了 的 边 构成 的 连通 支 结 
点 集 分 别 是 Vi sa s Vo 当选 到 2 一 (vis0)) 时 ,vw 和 Vj 会 处 于 下 列 情况 之 一 ; 

toi 不 属于 Vi,V，,…,V, 任 一 集合 。 
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2, wz 之 一 属于 其 中 某 集 合 了。 

3. myoi 分 属于 不 同 的 集合 Vi,V,。 

4.v;s0; 属于 同一 集合 V。 

对 情况 1, 另 设 一 个 结 点 集 To。 使 Fe= (vi,v;) 1 对 情况 2, 令 另 一 结 点 vj(wi) 也 属于 
V3 对 情况 3; 令 Ve 一 ViUV, 并 删 Vi; 对 情况 4; 因 为 Urn Uy 已 属 同 一 连通 支 ,加 入 此 边 一 
定 会 构成 回路 ,因此 (eyoui) 不 能 加 入 了 . 这 样 就 可 以 判别 是 否 构成 回路 。 所 以 对 集合 运算 
来 说 ,算法 在 步骤 c 的 总 计算 复杂 性 是 OCp)，。 

这 样 我 们 得 到 

定理 3.7.2 Kruskal 算法 的 计算 复杂 性 是 OCm 十 plogm) ,其 中 是 迭代 次 数 。 


3.7.2 Prim 算法 


Prim 算法 的 基本 思想 是 :首先 任 选 一 结 点 wm 构成 集合 V' ,然后 不 断 在 VV 一 V' 中 选 一 
条 到 VY' 中 某 点 (比如 vv) 最 短 的 边 (uw) 进入 树 了 ,并 令 V' 二 V' 十 ;直至 V' 二 V。 它 的 描述 
-如 下 ( 设 初 选 v0,)、 
1l.tevir TD,U<{t}, 
2, while UAY do 
begin 
3. wisn)— min (w(tsv)}, 
4 工业 个 十 ef(tyu) 。 
5, U<-U 十 u。 
6. for vEV—U do 
WIItv)e Iminfwttyv)ywtuyvy》)。 
end 。 
显然 Prim 算法 的 计算 复杂 性 是 O(n?)。 
我 们 仍 以 图 3. 24 为 例 ,说 明 prim 算法 的 执行 过 程 (首选 wm) 。 
3. min{fw(visy)} 一 mw(viyva)=15,U= {vi}+v, 
6. wltsva) wtve v= 30 w(t Vy —=wiv Ww) = 20, 
w(tivi) 一 mw(wovs) 一 25。 
3.min{w(ttrv)}=wv mo—20,U= (vv } Yo 
6.wtrv) =w Ym) =10 w(t vs) =w vs) =10, 
3.min{wttsv)}=wv sy) —=10,0= {vi vo Vi} vse 
6, w(tyve) =w(v, vs) =10, 
3. minfwftyvi)} 一 (viyvi) 一 10,U 一 V。 
结束 。 
因此 最 后 最 短 树 工 = {(Cwl vvz) voyvO) CVarvs) CV V5) }。 
我 们 再 来 分 析 Prim 算法 的 正确 性 。 
定理 3.7.3 设 V' 是 赋 权 连通 图 G=(V ,EE) 的 结 点 真子 集 ,e 是 二 端点 分 路 在 V' 和 
V 一 六 的 最 短 边 , 则 G 中 一 定 存 在 包含 e 的 最 短 树 了。 
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证 明 : 设 了 ,是 G 的 一 柠 最 短 树 , 若 e 和 To, 则 To 十 e 构成 唯一 回路 。 该 回路 一 定 包 含 e 
和 e' 二 (uw) ,其 中 xEV' ,wvEV 一 V'。 由己 知 条 件 wk(e 委 we 作 了 To 咎 (ee ) ,得 到 的 仍 
是 最 短 树 。 

定理 3.7.4 Prim 算法 的 结果 是 得 到 赋 权 连通 图 G 的 一 棵 最 短 树 。 

证 明 :首先 证 明 它 是 一 棵 支撑 树 。 采 用 归纳 法 ,初始 UU= {v.} ,T= 争 , 它 是 由 UU 导出 的 
宕 , 设 |UV|=i,T 是 上 U 导出 的 树 , 则 下 一 次 迭代 时 ,中 增加 一 新 结 点 wx,T 中 也 加 入 一 条 
与 相连 的 边 , 因 此 了 是 连通 的 ,有 1 一 1 条 边 , 它 是 由 导出 的 一 棵 树 . 因 此 最 终 荆 是 
G 的 支撑 树 。 以 下 再 证 了 是 一 标 最 短 树 。 设 T。 是 G 的 一 棵 最 短 衬 , 若 丁 关 T。, 由 定理 
3. 7.3, 对 任意 的 eET 一 T6, 一 定 有 最 短 树 T' = 了 To 级 (e,e) ,其 中 ec 站 To 继续 对 到 如 
此 处 理 , 直 至 最 终 T'=T, 它 仍然 是 最 短 树 。 

Kruskal 算法 的 复杂 性 与 迭代 次 数 有 关 , 如 果 图 C 的 边 数 很 多 ,或 称 是 稠密 图 时 , 思 
值 可 能 较 大 ,也 许 接近 mw。Prim 算法 只 与 6G 的 结 点 有 关 , 而 与 图 的 稠密 上 度 无 关 。 因 此 相 比 
较 而 言 ,Prim 算法 适用 于 稠密 图 ,而 Kruskal 算法 对 稀疏 图 更 为 台 逢 。 

最 短 树 问题 一 经 解决 ,最 长 树 问 题 也 就 迎 力 而 解 . 这 只 要 将 加 入 树 的 边 次 序 按 权 构成 
非 增 序列 ,采用 类 似 Kruskal 算法 即 可 实现 。 有 兴趣 的 读者 可 以 自行 设 并 实现 最 长 树 
算法 。 


3.8 最 大 分 梳 


上 一 节 讨 论 了 赋 权 无 向 图 的 最 短 树 和 最 长 钳 , 本 节 将 讨论 默 权 有 向 连通 图 C 一 (Y， 
磊 ) 的 最 大 权 根 树 等 问题 。 由 于 有 的 图 并 不 存在 根 树 , 所 以 也 不 可 能 存在 最 大 权 根 树 . 比如 
图 3. 26(a)? 就 没有 根 树 。 但 是 对 任何 有 向 图 都 存在 仅 由 外 向 树 组 成 的 支撑 子 图 ,这 种 支撑 
子 图 就 叫做 G 的 分 枝 。 比 如 图 3. 26(b) 就 是 (a) 的 一 个 分 枝 。 显 然 任何 赋 权 有 向 图 都 存在 
最 大 权 分 枝 . 即 分 枝 中 和 这 权 的 和 为 最 大 。 


vy Vz 4 Us 


ve vs wy Uy 


(a) by 
3 2 
如 果 我 们 能 够 构造 和 计算 赋 权 有 向 图 G 的 最 大 分 枝 ,那么 稍 加 改变 ,就 可 以 计算 一 
个 图 GG 的 最 小 分 枝 , 最 大 (小 ) 权 根 树 ,以 及 根 在 规定 结 点 的 最 大 (小 ) 权 根 树 ( 如 果 存 在 )， 
比如 : 
1, 最 小 分 枝 。 取 一 大 数 M,MZ>maxro(e)。 对 G 中 的 每 条 边 e, 改 恋 其 权 值 为 w Ce) 一 
M 一 w(e)。 得 到 图 G'。 则 G' 的 最 大 分 枝 对 应 于 G 的 最 小 分 枝 。 
2. 最 大 权 根 树 ( 如 果 存 在 )。 应 该 指出 ,G 中 如 果 有 最 大 权 根 树 , 它 也 不 一 定 就 是 G 的 
和 Bz 二 


最 大 分 枝 。 例 如 图 3. 27 的 最 大 权 根 树 是 {(oivoz),(uavus)}， 2 
而 最 大 分 枝 是 {Cvs,v。)} .但 是 如 果 对 G 的 每 条 边 权 都 加 上 -- /NN 
个 足够 大 正 数 M, 则 其 最 大 分 枝 就 对 应 G 的 一 个 最 大 权 根 ” 2 “ ™ 
树 .比如 图 3. 27 每 边 的 权 都 增加 10, 其 最 大 分 枝 亦 将 是 {(w ， 
Ve) fnoyz3 7 。 

3. 以 规定 结 点 vo 为 根 的 最 大 权 根 树 (如 果 存 在 ) ,对 G 增加 一 个 结 点 5, 增 加 一 条 有 向 
边 (s.v00); 令 ws v0) 二 2 wle)。 这 样 得 到 一 个 新 的 赋 权 图 G'。 显 然 G' 也 一 定 存在 最 


大 权 根 树 , 而 且 和 根 在 s, 因 为 它 的 负 度 为 0。 舍 去 边 (s ,vo) ,就 得 到 的 以 vo 为 根 的 最 大 权 
根 树 。 

现在 我 们 来 介绍 Edmonds 提出 的 最 大 分 枝 算法 。 

最 大 分 枝 问 题 要 求 . a) 不 能 产生 回路 ; b) 每 个 结 点 的 负 度 最 多 为 11 c) 在 满足 条 件 
ab 的 基础 上 ,使 得 分 枝 中 的 边 权 总 和 为 最 大 。 这 样 ,最 初 令 最 大 分 枝 的 结 点 集 BV 和 边 
集 BE 都 为 室 。 然 后 对 任意 结 点 vEV 一 BV , 选 其 具有 最 大 权 的 入 边 e= (ux,v), 令 BV 一 
BV 十 vo;BE<-BE 十 e。 如 果 此 时 没有 构成 回路 (只 能 是 有 向 回路 ), 这 时 BE 仍 是 G 的 分 
梳 。 如 果 构 成 了 河 路 C;, 则 把 Ci 中 的 各 结 点 收缩 成 一 个 新 的 结 点 u1,G 变 成 一 个 含有 结 
点 的 新 图 Gi,G, 仍 保持 避 内 原 有 的 邻接 关系 ,比如 图 3. 28(a) 的 回路 C= (vw ,vz sv3) 收 
缩 成 uw 后 ,得 到 的 G, 如 (b) 所 示 , 在 G, 中 所 有 进入 ww 的 边 权 要 进行 适当 调整 ,这 样 G, 中 
的 分 枝 不 存在 回路 ,对 C, 继续 上 上 述 讨 程 , 最 后 得 到 的 一 个 分 枝 
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图 3.27 


(a) Cb} 
冉 5. 28 

很 明显 ,最 终 Ci; 里 包含 了 i 个 结 点 wj。 每 个 wj; 对 应 于 原 图 G 的 某 个 独立 回路 。 因 此 
G; 的 分 枝 不 可 能 是 C 的 分 枝 , 不 过 当 从 G; 退回 到 G;-, 时 ,首先 要 将 结 点 wu. 还 原 成 回路 
Gi。 这 时 只 有 会 弃 C; 中 的 一 条 边 后 ,其 余 边 加 上 原来 G; 分 枝 的 边 才 能 构成 G;- ,的 一 个 分 
梳 。 为 了 得 到 最 大 分 枝 , 当 然 应 该 舍弃 C, 中 影响 最 小 的 边 。 将 这 种 还 原 过 程 重复 下 去 , 直 
至 恢复 到 G 为 止 ,这 时 BE 中 的 各 边 就 构成 了 G 的 最 大 分 枝 。 设 最 初 的 图 是 Go== (V。， 
Eo),G; 二 (Vis,E) 是 wi 代替 回路 C 得 到 的 图 。 

最 大 分 枝 的 Edmonds 算法 描述 如 下 ， 

1.BV<—® ,BE<-®。 

2,1<-0。 

3, 若 BV 一 V,, 转 14。 

。 63。 


4, 对 某 个 结 点 vEVi 一 BV， 

begin 
5, BV<-BV +v。 
6. 找 一 条 边 e 二 (x sv) ,满足 

wle)=max{w(ly,v) |(y,vY) EE:}, 

7. 若 we) 委 0, 转 3。 

end 
8. 若 BE 十 e 构成 回路 Gi， 

begin 
9.ie-i 十 ]。 
10. 将 Ci 收缩 成 结 点 vi, 构成 Gi。 
11. 修改 BE,BV 和 某 些 边 权 。 

end 
12. BE<-BE+e, 
13. 转 3。 
14. while ij 和 关 0 do 
begin 

15, 重 构 Gi_1 及 BE 中 的 某 些 边 。 
16, 若 ui 是 BE 中 一 个 外 向 树 的 根 , 则 
17, BE*-BELU {ele€EC,,eAe!}, 
18. 否则 BE<-BEU {ele€CQ ,ez6}。 


19.iei—1。 
end 
20. 最 大 分 枝 权 为 2 wke) 。 


在 算法 的 第 10 行 ,G; 的 结 点 包括 G;-, 中 所 有 不 在 Ci. 上 的 结 点 以 及 ui;E; 包括 (1) 
E;_! 中 全 部 不 与 Ci; 的 某 结 点 相关 联 的 廊 , 其 权 不 变 ; 2) 如 果 e=(z,y)EE-1,xECi,y 敬 
Cais 则 E' = 二 (woy)EEB, 权 不 变 1(3) 若 e 一 {zyy) xtCiyECi 风 Cr) EREiwlriau) 二 w 
Ce) 一 w(te) 十 wl(e?)。 其 中 是 C; 中 进入 结 点 yy 的 边 ,e? 是 Ci 中 权 最 小 的 边 。 例 如 图 
3.29(a) 中 , 当 回 路 忆 = (vi ,vsvs) 收 缩 契 ww 之 后 ,对 e= (vsyvi) se 二 (vyv02) 512 一 (v3,01)， 
于 是 wlvswa) 二 1 一 4 十 2 二 一 1。 同 理 ,wlviyw) 二 0,wlwe si) 二 1。 如 图 3. 29(b)。 

在 执行 14 一 19 行 的 while 语句 时 ,回路 C;,C,_1,… ,Ci 将 依次 包含 在 分 枝 中 。 在 第 15 
行 从 Gi 重 构 GG-, 时 ,可 能 有 两 种 情况 ; 

a 结 点 ww 是 五 ;分 枝 中 某 个 子 树 的 根 。 

b, 结 点 z 不 是 5; 分 枝 中 某 个 子 树 的 根 。 

如 果 出 现 a 这 种 情况 , 则 5E :中 恰 含 一 个 回路 Ci;, 舍 痉 C 中 权 最 小 的 边 ,显然 会 得 到 

G -的 一 个 最 大 分 枝 。 如 果 情 况 如 出现, 则 BE, 中 有 了 唯一 一 条 指向 wi 的 边 (x ,1) (x vis) 

对 应 G_1! 的 一 条 边 (z,y)。 结 点 > 在 GG 中 的 BE._! 里 已 有 两 条 进入 边 ; (zx,y}) 和 e。 因此 
。 64。 


(Ca) Cb) 
图 3.29 


只 有 舍弃 e, 才 能 使 BE,-, 构 成 Gi-: 的 一 个 分 枝 。 


例 3.8.1 用 Edmonds 算法 计算 图 3. 30 的 最 大 分 枝 的 过 程 如 下 ; 
{a}) 构 潮 GG 4 人 72 ,Go 


全 1 [eA 
C= {vv Cr rz) Ca= {Coar vr) CUrs V5)» BV = {vr vr ua) 
(perv) Cps va BE= {Cu v0) (nu us))} 
BV= {v.00 nv} BV= {v0 v5} 最 大 分 枝 
BE= {(vyrm) + tw ,wy BE= {(vervr) , Cor rp})} 
图 3.30 


(b) 重 构 G1sGi-2 "oe 
Gs: BE={(u va) 4 (ut2))}, 
Gi: BE= {Cu 05), (Hirovs) ys CUs rvs), (Verv)), 
Go: BE={(v Va) Coa v5) (V2 sD3) 4 COs rv ) 3 Cvs rvs) (veryr)), 
其 最 大 分 枝 权 是 19。 
定理 3.8.1 Edmonds 算法 的 结果 是 G 的 一 个 最 大 权 分 枝 。 
证 明 :我 们 将 证 明 。 如 果 BE 包 全 了 最 终 构造 的 图 GG 的 最 大 分 枝 , 在 结 点 展开 后 ,BE 
中 的 边 恰好 构成 了 Ce 的 一 个 最 大 分 枝 。 
初始 , 当 第 3 行 检测 BV 包含 了 Vi 的 全 部 结 点 时 ,对 V 的 每 个 结 点 ,都 最 多 有 一 条 
最 大 权 的 进入 边 属于 BE ,而且 它 们 构成 了 Gi 的 一 个 分 枝 , 即 是 最 大 分 枝 。 
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假设 ,BE, 包含 了 G; 最 大 分 枝 各 边 ,考虑 G,_1 和 相应 的 边 集 BE;-1。 由 算法 过程 知道 ， 
G; 是 由 于 Gi_: 中 出 现 了 回路 C; 形成 新 结 点 wi 而 得 到 的 ,因此 当 退 回 到 G;-_, 时 ,只 能 出 现 

1. 分 枝 BE; 不 包含 形 如 (zx,u) 的 边 。 即 C; 中 有 一 个 结 点 将 是 G;_, 中 某 个 子 树 的 根 。 
由 于 C 的 每 个 结 点 在 Gi-! 中 都 有 一 条 最 大 权 入 边 , 而 BE ,不 可 能 全 部 包含 它们 ,而 必须 
会 弃 其 一 。 由 于 ef 是 其 中 的 最 短 边 ,所 以 

BE LU {ele €E Ci, ee} 
包含 了 G_ ,最 大 分 梳 渚 边 , 这 由 算法 的 17 行 实现 。 
2. 分 枝 BE; 包含 了 一 条 (za) 按 , 旨 时 ,已 经 有 
WX) = Imnax(wtzsy) — wt(e) + wie)) > 0, 其 中 yc 
由 于 对 任何 满足 
whle) — wte) 十 re) > 0 
的 边 e=(x,y) ,都 有 
wlC) + wle) — wle) > wlC) — wle?) 

因此 ,保留 C; 中 的 最 短 边 e?, 删 去 6; 能 得 到 更 大 的 权 值 ,而 (z,w) 是 选用 了 进入 wi; 的 最 大 
权 边 ,所 以 在 返回 Gi-! 时 ,BE 包含 了 它 的 最 大 分 枝 。 它 由 算法 第 18 行 实现 . 

综 上 ,BE-! 中 各 边 构 成 了 G;_! 的 最 大 分 枝 。 证 毕 。 

定理 3.8.2 Edmonds 算法 的 计算 复杂 性 是 OCxmn)。 

证 明 : 算 法 占用 时 间 最 多 的 是 图 的 收缩 和 扩充 , 即 第 10 行 和 15 行 ,在 每 次 收缩 (或 扩 
充 ) 时 ,需要 检查 每 条 边 , 因 此 其 计算 复杂 性 是 OCm) ,而 收缩 (或 扩充 ) 不 可 能 多 于 ”次 。 
此 外 ,第 6 行 和 第 8 行 也 较为 复杂 ,对 每 个 结 点 w, 找 其 最 大 权 入 边 需 要 d (wv) 一 1 次 比 
较 ,因此 第 6 行 的 总 比较 次 数 是 OCm) ,而 第 8 行 检测 一 个 回路 的 复杂 性 是 OCn)。 因 此 整 
个 算法 的 计算 复杂 性 是 OCmn)。 


习 者 三 


1. 一 棵 树 有 2m 个 结 点 的 度 为 2，ns 个 结 点 的 度 为 3,… ,ni 个 结 点 的 度 为 &. 问 有 多少 
个 度 为 1 的 结 点 。 

2. 证 明 树 中 最 长 道路 的 两 端点 一 定 都 基 树 叶 。 

3, 令 UU Us 是 给 定 结 点 Ci rd 是 给 定 的 数 , 满 足 Dd 二 2n 一 2,d 之 1。 
证 明 在 集合 V= {vv yo, } 上 满足 d(v)—disi=1,2r" on 的 树 的 数 目 是 

no— 2)1 

4, 求 图 中 

(a) 树 的 数目 。 

(b) 必 会 (mws) 的 树 的 教 目 。 

(ec) 不 含 (ww ;vs) 的 树 的 数目 。 
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题 终 3.4 
5. 求 图 中 
(8) 以 wv 为 根 的 根 树 数目 。 
(bb vi 为 根 不 会 (vw ,vs) 的 根 树 数目 0 
(ec) 以 mm 为 根 必 含 Cv,v3) 的 根 树 数 目 。 
6. 求 下 . 中 不 含 某 特定 边 (wvo)) 的 树 的 数目 。 
7. 求 下 ,中 必 含 某 特 定 边 (w;,v)) 的 树 的 数目 。 
8. 证 明 完 全 二 分 图 处 -.. 的 树 的 数目 是 a-'n™!。 
9. 举例 说 明 ,det( 且 EB) 不 是 以 w 为 根 的 根 树 数目 。 
10. 已 知 连通 图 C 的 基本 关联 矩阵 是 


一 1 1 0 0 0 1 0 0 
1 0 0 1 1 0 0 0 
B: = 0 —1 —1 0 0 0 —1 0 
站 0 1 —1 0 0 0 一 1 
el ez es en 65 ee er €8 


求 (1)B {es 92496C6 er) 为 树 的 基本 回路 矩阵 。 
(C2)B {esses se8 es} 为 树 的 基本 人 割 集 矩阵 。 
1 已 知 上 第 阵 C' 包 含 了 连通 图 G 的 回路 矩阵 , 求 人 的 以 {es sea C7 529 } 为 树 的 基本 割 集 
矩阵 。 


1 0 0 0-1—-1 0 0 

1 0 1 0-1 0-1 0 

ww 1 1 0 0 0 0 1 
0 0 1 1 0 0 0 1 
i111 0 1 0 0 0 0 
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12, 设 完全 闫 叉 树 中 ,树叶 数 为 ,分 枝 结 点 数 是 二, 证明:(m 一 1 一 上 一 1。 
13. 设 G 是 无 向 图 ,对 任意 结 点 vuEV(G),G 一 v 仍 是 连通 图 ,而 且 G 的 基本 制 集 矩 阵 
Sj 的 每 一 行 都 有 偶数 个 1 元 素 。 证 明 G 中 有 欧 拉 回 路 。 
14, 给 出 字符 串 state act as a seat 
(a) 最 优 二 进 制 编码 。 
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(b) 如 果 二 进 制 字符 串 不 允许 带 空格 , 求 该 字符 串 的 最 优 二 进 制 编码 。 
15. 用 Mayeda 算法 求 图 的 全 部 生成 树 。 
16. 求 图 的 最 短 树 。 
17, 求 图 的 最 大 分 枝 。 


Vs Vs 


题 图 3. 15 感 图 3.16.3.17 
18. 编写 实现 Huffman 算法 的 程序 。 
19. 编写 实现 Mayeda 算法 的 程序 。 
20, 编写 求 最 短 树 的 程序 。 
21, 编写 求 最 大 分 枝 的 程序 。 
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第 四 章 ”平面 图 与 图 的 着 色 


4.1 平面 图 


在 实际 问题 中 有 时 要 涉及 到 图 的 平面 性 的 讨论 ,比如 印刷 电路 板 的 设计 、 大 规模 集成 
电路 的 布局 布线 等 ,都 离 不 开 败 的 平面 仁 研 究 。 著 各 的 四 色 猜 想 也 属于 平面 性 范畴 。 

定义 4.1.1 若 能 把 图 G 画 在 一 个 平面 上 ,使 任何 两 条 边 都 不 相交 ,就 称 G 可 嵌入 平 
面 ,或 称 G 是 可 平面 图 。 可 平面 图 在 平面 上 的 一 个 嵌入 称 为 平面 图 。 

例如 图 4. 1(b).(c) 都 是 (a)? 的 一 个 平面 巷 入 ,因此 (a)? 是 可 平面 图 ,(b)、(c)? 都 是 (ay》 
的 一 个 平 而 让 入 ,是 平面 图 。 


(a) Ch) (¢) 
图 4.1 


显然 ,如 果 G 是 可 平面 图 ,那么 它 的 任何 导出 子 图 也 是 可 平面 图 。 
定义 41.2 设 G 是 一 个 平面 图 , 册 它 的 若干 条 边 所 构成 的 一 个 区 域内 如 果 不 会 任 
何 结 点 及 边 , 就 称 该 区 域 为 G 的 一 个 面 或 域 。 包 畦 这 个 域 的 诸 边 称 为 该 域 的 边界 。 
为 了 讨论 方便 ,我 们 把 平面 图 G 外 边 的 无 
限 区 域 称 为 无 限 域 ,其 它 的 域 都 叫 内 部 域 .如 果 
两 个 域 有 共同 的 边界 ,就 说 它们 是 相 邻 每 ,否则 
是 不 相 邻 的 。 如 果 e 不 是 割 边 , 它 一 定 是 某 两 个 
域 的 共同 边界 。 
事实 上 ,平面 图 早已 为 大 家 所 熟悉 ,世界 地 
图 就 是 一 个 平面 图 。 这 也 就 是 说 ,一 个 图 G 是 
可 平面 的 等 价 于 它 是 可 球面 的 。 这 一 论断 可 以 
通过 “ 测 地 变换 ”来 实现 。 设 和 N 是 球面 的 北极 ， 
平面 P 在 球 的 下 方 , 则 平面 上 的 任 一 点 与 N 上 
的 连 线 必 过 球面 上 的 唯一 点 x'。 即 球面 上 的 点 
与 平面 上 的 点 存在 一 一 对 应 ,因此 平面 上 的 一 
个 域 对 应 球面 上 的 一 个 域 ,其 中 无 限 域 对 应 入 所 在 的 内 部 域 。 
这 样 通过 测 地 变换 可 以 把 平面 图 G 的 任何 一 个 内 部 域 改换 为 无 限 域 ; 先 用 测 地 变换 
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把 C 画 到 球面 土 ,然后 把 N 设置 在 预定 的 域 d; 中 ,再 通 过 测 地 变换 把 图 画 到 平面 上 ,这 
时 就 变 成 了 无 限 域 。 例 如 图 4. 1(b) 和 tc) 的 无 限 域 是 不 一 样 的 , 它 在 (5) 中 的 边界 是 
《zzzs) ,Cv3o04) 和 (wy9v2) ;在 Cc) 颗 的 边界 是 Coy v2) Copsv3) (vs 01) 。 

下 面 介绍 平面 图 的 一 个 最 基本 的 定理 一 一 欧 拉 公 式 。 

定理 4.1,1 设 G 是 平面 连通 图 , 则 G 的 域 的 数 由 是 

d=mn—n+2, 

证 明 : G 是 连通 图 ,有 支撑 树 T， 它 包含 4 一 1 条 边 , 不 产生 柯 路 ,因此 对 了 来 说 只 有 
一 个 无 限 域 。 由 于 @ 是 平面 图 ,每 加 入 一 条 余 树 边 , 它 一 定 不 与 其 它 边 相交 ,也 就 是 说 一 
定 是 阵 在 其 个 域 的 内 部 ,把 该 域 分 成 两 部 分 。 这样 ,加 入 G 的 x 一 n 十 1 条 余 树 边 , 就 生成 
了 mr 一 n 十 2 个 域 。 

推论 4.1. 1 若 平面 图 G 有 上 个 连通 支 , 则 

n—m 十 d= 二 上 十 1。 
推论 4.1.2 对 一 般 平 面 图 G, 恒 有 
n—m 二 d 之 2。 
定理 4.1.2 设 平面 连 道 图 G 没有 制 边 , 且 每 个 域 的 边界 数 至 少 是 :, 则 
六 运 2 . 

证 明 ; 设 G 有 4d 个 域 ,每 个 域 的 边界 数 至 少 是 :, 且 每 条 边 都 与 两 个 不 同 的 域 相 邻 。 因 

此 zd 肆 2m。 代 入 欧 拉 公式 。 


加 >m n+ 2, 


亦 即 


m < 健一 2 


4.2 极 大 平面 图 


本 节 只 限于 讨论 简单 平面 图 。 

定义 42.1 设 G 是 n 之 3 的 简单 平面 图 ,车 在 任意 两 个 不 相 邻 的 结 点 ww 之 间 加 
入 边 (gi;90)), 襄 会 破坏 图 的 平面 性 , 谨 半 G 是 极 大 平面 图 ， 

有 时 给 定 妇 之 后 ,加 人 某 条 边 e 一 (wu ) 总 会 与 其 它 边 相交 ,但 G 十 e 可 能 仍然 是 可 
平面 的 。 这 时 不 能 说 G 是 极 大 平面 图 。 比如 往 图 4. 3Ca) 中 加 入 (vs,vs) 总 要 与 其 余 茶 些 边 
相交 。 而 当 改 画 一 下 边 (v;,v,) 后 ,再 加 入 (wsvs) 并 没有 破坏 其 平面 性 ,如 图 4. 3C(b) 所 示 ， 
因此 说 (a) 并 不 是 极 大 平面 图 。 

极 大 平面 图 G 具有 以 下 性 质 : 

性 质 1，CG 是 连通 的 。 

性 质 2.G 不 存在 割 边 。 

性 质 3，G 的 每 个 域 的 边界 数 都 是 3。 


其 中 性 质 3 的 证 明 如 下: 因为 G 是 简单 图 ,没有 自 环 和 重 边 ,因此 不 存在 边界 数 为 1 
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和 2 的 域 。 假定 G 存在 边界 数 大 于 3 的 域 d;, 不 妨 设 必 是 其 内 部 域 , 如 图 4. 4 所 示 。 若 结 
点 坟 和 不 相 邻 , 则 在 域 2; 内 加 入 Ci,is) 仍 是 平面 图 ,与 G 是 极 大 平面 图 矛盾 ,因此 边 
{i :i) 一 定 存在 于 域 dj; 之 外 。 而 这 时 ,在 ;之 外 不 可 能 存在 边 (i,,i)。 亦 即 ,i 不 相 邻 ， 
但 在 域 dj 内 加 入 边 (isvis) 并 不 影响 G 的 平面 性 。 了 矛盾 。 


| i 
Us vs vy } Vs 
《全 Ue Dy VV 
fy i 
(a) (by 


图 4.3 图 4.1 


性 质 4， 3d=2m。 
由 性 质 2, 每 条 边 都 是 两 个 不 同 域 的 边界 ,再 由 性 质 3 即 得 。 
定理 4. 2. 1 极 大 平面 图 G 中 ,有 

m = 3n— 6, d=2n— 4, 
证 明 :由 极 大 平面 图 的 性 质 4 


34 = 2m 
代入 欧 拉 公 式 
d=n—n 二 2, 
整理 后 即 得 。 
推论 4.2.1 简单 平面 图 C 满足 
mn—6, dK2n— 4, 

证 明 : 设 G 中 没有 割 边 ,因为 C 中 没有 自 环 和 重 边 , 所 以 每 个 域 的 边界 数 至 少 为 3, 故 
3dg<2m 。 如 果 G 里 有 割 边 e, 由 于 e 并 不 能 增加 G 的 域 数 , 也 有 3d< 2 。 代 入 欧 拉 公式 
即 得 。 

例 4.2.1 若 简单 平面 图 C 有 6 个 结 点 12 条 边 , 则 每 个 域 的 边界 数 都 是 3。 

证 有 明 ; 由 n=6,m 二 12, 满 足 定理 4,2.1 的 m==3n 一 6, 因 此 G 是 极 大 平面 图 ,每 个 域 
的 边界 数 都 是 3。 

例 4.2.2 若 简 单 平面 图 G 不 名 KK, 子 图 , 则 有 

mm A 2n 一 4 
证 明 , 显 见 每 个 域 的 边界 数 至 少 为 4, 因此 可 得 4d 专 2m, 代 入 欧 拉 公式 ， 


方 之 放 一 m 十 2 


即 mn —4。 
定理 4.2.2 简单 平面 图 避 中 存在 度 小 于 6 的 结 点 。 
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证 明 ; 设 每 个 结 点 的 度 都 不 小 于 6, 由 马 d (vw)==2m ,得 到 6n 志 2m。 因 为 G 是 简单 平面 

图 ,又 有 34d 志 2m。 代 入 欧 拉 公 式 的 一 般 形式 
nm 二 dd 之 2， 
有 
误 一 到 十 Sm 之 2， 

刻 盾 。 

例 4.2.3 结 点 数 不 超 过 11 的 简单 平面 图 G 一 定 存在 度 小 于 5 的 结 点 。 

证 明 : 假 定 每 结 点 的 度 都 不 小 于 5, 则 5n 委 2 ,由 避 是 平面 图 ,满足 m 委 32 一 6, 因 此 
得 a 衬 12。 与 已 知 条 件 矛 盾 。 

例 4.2.4 天 ; 图 不 是 平面 图 。 

证 :因为 天 图 每 个 结 点 的 度 均 为 6。 由 定理 4.2.2 即 得 证 。 


4.3 非 平 面 图 


如 果 图 G 不 能 典 入 平面 ,满足 任意 两 边 只 能 在 结 点 处 相交 ,那么 G 就 称 为 非 平 面 图 。 
比如 在 某 个 极 大 平面 图 的 任意 不 相 邻 两 点 间 再 添加 一 条 边 ,就 是 非 平面 图 :有 的 平面 图 G 
最 然 不 是 极 大 平面 图 ,但 是 添加 某 条 确定 的 边 e 时 ,G 十 e 就 不 能 嵌入 平面 , 它 也 是 非 平面 
图 ,这样 , 按 平面 性 进行 划分 ,图 G 分 为 两 大 类 ;可 平面 图 和 非 平 曾 图 。 那么 是 否 存在 区 分 
它们 的 准则 呢 ? 我 们 先 考 察 最 简单 的 非 平面 图 。 亦 即 ,在 结 点 数 最 少 的 前 提 下 再 让 边 数 最 
少 的 那些 非 平面 图 。 

如 果 图 C 不 是 简单 图, 可 以 首先 删 去 自 环 和 重 边 ,因为 它们 不 影响 图 的 平面 性 。 因 此 
只 考虑 简单 图 。 我 们 知道 及 ,天 是 可 平面 的 ,如 图 4. 1。 从 图 4. 3 也 可 知道 ,给 定 一 条 边 
e' 上 :一 e 是 可 平面 的 。 

定理 4. 3. 1 KK 是 非 平面 图 。 

证 明 : 在 尺 ; 中 ,n= 二 5,m 二 10。 如 果 它 是 可 平面 图 ,应 有 mx 拟 34 一 6。 而 此 时 3n 一 6 二 9， 
矛盾 。 

这 样 我 们 得 到 了 一 个 结 点 数 最 少 的 非 平 面 图 ,如 图 4,5。 当 结 点 数 为 6 时 , 边 数 最 少 
的 非 平面 图 又 将 是 怎样 的 呢 ? 


(a) 
(Cb) 
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例 4.3.1 在 图 4.6(a) 中 ,如 果 任 意 去 掉 一 条 边 ,G 将 是 可 平面 图 。 显 然 任 意 移 去 一 
条 对 角 边 ,G 将 是 可 平面 ;任意 移 去 另外 一 条 边 ,比如 ,也 将 是 可 平面 的 ,(b) 就 是 它 的 一 
个 平面 嵌入 。 图 4.6(a) 事 实 上 就 是 二 分 图 KK;.，。 

定理 4. 3 2 天,,: 是 非 平面 图 。 

证 明 ; 假 定 兵 , 4 是 可 平面 图 ,由 于 2 一 6, 和 一 9。 由 欧 拉 公 式 ,&=5。 但 G 中 没有 KK; 子 
图 ,因此 4d 委 2 , 亦 即 20 委 18 ,矛盾 。 

下 和 并 ,3 分 别 记 为 KK 中 和 下 图 。 

定义 4.3.1 在 天? 系 中 图 上 任意 增加 一 些 度 为 2 的 结 点 之 后 得 到 的 图 称 为 尺 中 
型 和 外 型 图 ,统称 为 及 型 图 ,如 图 4.7 所 示 。 

因为 天 型 图 里 的 这 些 度 为 2 的 结 点 不 会 处 于 两 条 边 的 交点 上 ,因此 久 “型 和 民 中 型 
图 都 是 非 平 面 图 。 

库 拉 图 斯 基 (Kuratowski) 给 出 了 区 分 可 平 曾 图 与 非 平 面 图 的 一 个 著名 定理 。 

定理 4.3.3 G 是 可 平面 图 的 充 要 条 件 是 G 不 存在 天 独子 图 。 

定理 的 必要 性 容易 证 明 。 假 定 G 存在 天 型 子 图 ,因为 天 型 子 图 不 可 平面 ,所 以 如 是 
非 平 而 图 .其 充分 性 的 证 明 需 占 较 长 的 篇 幅 , 在 此 从 略 。 


下 型 KK 型 
图 4.7 图 4.8 


例 4.3.2 天 ,图 既 含 有 天 ”型 子 图 ,也 含有 天 ”型 子 图 . 比如 图 4. 8 就 是 它 的 K" 型 
子 图 。 

库 拉 图 斯 基 定 理 在 理论 上 具有 恒 要 价值 ,但 是 在 实际 中 ,用 它 确 定 一 个 图 G 是 否 存 
在 型 子 图 将 是 非常 困难 的 。 因 此 ,必须 探索 实用 的 平面 性 算法 。 


4.4 图 的 平面 性 检测 


判定 一 个 图 是 否 可 平面 的 ,首先 应 该 做 一 些 预 处 理工 作 。 

1, 如 果 C 是 非 连通 的 , 刚 分 别 检测 每 一 个 连通 支 。 仅 当 所 有 的 连通 支 都 是 可 平面 的 ， 
G 就 是 可 平面 的 。 

2. 如 果 C 中 存在 割 点 "( 和 参见 6. 1), 这 时 可 把 图 G 从 割 点 处 分 离 , 构 成 若干 个 不 含 害 
点 的 连通 子 图 ,或 称 块 , 然 后 检测 每 一 块 。 显 然 怠 是 可 平面 的 , 当 且 仅 当 每 一 块 都 是 可 平 
面 的 。 

3. 移 去 自 环 。 
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4. 移 去 度 为 2 的 结 点 w 及 其 所 关联 的 边 ,而 在 它 的 两 个 邻 点 vjyvi 之 间 加 入 边 (u， 
v4) ;显然 原 图 是 可 平面 的 , 当 且 仅 当 新 图 是 可 平面 的 。 

5, 移 去 重 边 。 

反复 运用 4 和 5。 最 后 ,如 果 

a.m<<9 或 x 过 5, 则 G 是 可 平面 的 。 

b.m>3n 一 6, 则 GG 是非 平面 的 。 

c. 不 满足 a 和 b, 需 要 进一步 测试 。 

例 4.4.1 判定 图 4.9 的 可 平面 性 。 

解 ， 运 用 前 述 判 定 规则 ，G 有 两 个 定点 v1 ,v2; 可 分 成 3 个 块 分 别 检测 ,最 后 或 n<5， 
或 mn 二 9, 因 此 G 是 可 平面 的 。 


m9 
Nn 
图 4.9 

前 面 已 述 , 如 果 不 满足 条 件 a 和 b,G 的 平面 性 不 能 断定 ,需要 进行 进一步 检测 。 至 今 
已 经 提出 了 不 少 平面 性 测试 算法 ,1964 年 Demoucron, Malgrange 和 Pertuiset 提出 了 一 
个 较为 简单 但 有 效 的 算法 ,其 后 ,Hopcroft 和 Tarjan 又 最 早 给 出 了 一 个 复杂 狂 为 OC) 的 
算法 ,由 于 该 算法 的 解 释 与 证 明 所 占 篇 辑 太 长 ,所 以 在 这 里 我 们 仅 介绍 DMP 算法 。 

设 妃 是 G 的 可 平面 子 图 ,如 果 在 G 一 五 中 存在 另 一 个 C 的 平面 子 图 B, 和 县 8 与 二 
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有 2 个 以 上 共同 结 点 , 则 称 B 是 G 中 五 的 片 , 片 B8 与 吾 的 公共 点 称 为 片 B 的 附着 点 。 

片 是 DMP 算法 中 一 个 重要 的 概念 。 

例 4.4.2 图 4,10(a) 中 , 邻 媚 是 回路 (amsyza 它 可 以 有 三 个 片 ; 吾 一 {foz， 
Vi)j 附 着 点 为 waywiiB:= 一 {(ulooz)} 附着 点 是 mos5 有 一 {(oyus) ,vrv5)s Cvssv5) (vt 
vs)} ,附着 点 是 V1 sy U2 U3 To 

设 身 是 G 的 于 图 吾 的 一 个 平面 幅 入 , 令 B 是 关于 HH 的 任 一 片 ,显然 只 有 当 B 的 所 
有 附 营 点 都 在 南里 某 个 面 了 的 边界 上 , 才能 画 在 及 的 一 个 面 内 。 比 如 图 4. 10(b)，, 仑 
中 有 两 个 面 的 边界 都 包含 了 B; 的 全 部 附着 点 ,所 以 片 {(vzsv4)} 可 以 如 图 (b) 画 在 内 部 面 
上 (也 可 以 画 在 外 部 面 里 ) ,得 到 新 的 子 图 妃 , 的 平面 风 入 本 ,这 时 只 有 外 部 面 的 边界 包 会 
了 片 B; 的 全 部 附着 点 ,因此 如 只 能 画 在 外 部 面 内 。 这 样 又 得 到 子 图 H; 的 平面 佑 入 到 ;， 
这 时 己 , 里 不 存在 一 个 面 , 它 的 边界 包含 了 Bs 的 全 部 附着 点 ,Bs 就 不 可 能 平面 借入 到 入， 
的 某 个 面 内 。 所 以 G 是 不 可 平面 的 ,为 叙述 方便 ,我 们 记忆 (五 , 屯 ) 为 片 瑟 可 平面 嵌入 的 豆 
的 面 的 集合 


vs 


(a) Cb) (e) {d) 


图 4.10 


DPMP 算法 描述 如 下 : 
1. 找 避 的 一 个 回路 CC。 
2,i<1。 
3,GiC,GieC。 
4.f< 2。 
5.EMBEDDABLE<-true 。 
6. While f 天 mm 一 na 十 2 and EMBEDDABLE do 
begin 
7. 找 GG 关于 Gi 的 每 一 个 片 B。 
8. 对 每 一 个 片 B, 求 F(B,Gi)。 
9. 车 对 某 一 个 B,F(B,G;)==@, 则 
EMBEDDABLE<-false3G 是 非 平面 图 ,结束 。 

10. 若 EMBEDDABLE 出 

begin 
11. 让 对 某 个 B,|F(B,G)|=1 then F*F(B,0)， 

else 令 也 是 任何 一 个 片 , 且 下 是 满足 FEF(B,Ci) 的 任何 一 个 面 。 
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12. 找 一 条 路 径 P; B,P; 的 两 端点 是 Gi 的 结 点 。 

13. Gi+1Gi 十 P。 

14. 将 P; 画 到 人 的 面 玉 内 ,得 到 Gi: 的 平面 嵌入 人 +。 

15,i<-i 十 1。 

16,f<-f 十 1 。 

17. 若 f==m 一 n 十 2, 则 GG 可 平面 。 

end 
end 。 

DMP 算法 在 不 断 地 寻找 满足 GisGir1! 的 图 GL G2 并且 求 它们 的 平面 内 和 人 人 ‘G2, 
…, 如 果 G 是 可 平面 的 ,算法 将 在 如 +1 时 结束 , 即 获得 了 GG 的 平面 嵌入 。 如 果 C 是 非 平 
面 的 , 则 算法 在 发 现 某 个 片 BB,FR(B, 右 ) 二 甸 时 结束 。 很 明显 ,G 是 可 平面 的 必要 条 件 就 是 
关于 G 的 每 个 片 B, 都 及 (B,G) 关 名 。 

算法 首先 找 G 的 一 个 回路 Gi, 因为 G 是 块 ,所 以 必 含 有 回路 ,而 且 它 是 可 平面 的 。 如 
果 尚 未 检测 到 芭 的 一 个 片 B, 使 FCB,G,) 一重 时 ,布尔 变量 EMBEDDABLE 一 直 为 真 ， 
否则 为 假 ,算法 将 以 G 为 非 平 面 图 结束 。 变 元 了 用 来 记录 G; 的 面 的 数目 , 初 值 为 2, 并 隧 
执行 While 语句 而 增加 ,同时 ,每 执行 一 次 斑 hile 语句 ,将 从 G 得 到 碌 .; 1, 它 是 通过 下 述 
过 程 实现 的 :算法 第 七 , 八 行 分 别 找 G 关 于 G; 所 有 的 片 以 及 每 个 片 的 (B,CG,)。 如 果 有 一 
片 只 能 画 在 某 个 面 下 内 ,就 在 F 内 部 画 一 条 包含 B 的 两 个 附着 点 的 路 径 Pi, 从 而 构成 
人 3 如果 没有 这 样 的 片 存在 , 则 P; 可 以 是 任何 一 个 片 中 包含 其 两 个 附着 点 的 一 条 边 ,在 
以 上 两 种 情况 下 ,P; 都 把 某 个 面 屎 分 成 两 部 分 ,从 而 使 了 增加 1。 当然 , 若 C 是 可 平面 的 ， 
尼 一 定 有 和 一 2 十 2 个 面 , 这 时 算法 结束 。 

当然 在 算法 实现 时 ,每 个 各 可 以 用 它 的 曾 的 集合 {F;} 表 示 , 其 中 每 个 F; 用 结 点 的 有 
序 集 ,比如 顺 时 针 方向 ,标志 它 的 界 , 从 而 使 P; 的 添 入 过 程 变 得 方便 。 

定理 4.4. 1 DMP 算法 是 正确 的 。 

证 明 ; 我 们 只 需 证 明 : 如 果 G 是 可 平面 的 ,GEG,G 是 G 的 平面 嵌入 ,那么 必 有 局 三 
忆 , 采 用 归纳 法 , 若 G 是 可 平面 的 ,显然 吝 , 守 台 ,假定 对 某 个 i,G,SS 人 ,我们 将 证 明 G1 守 G。 
令 B 和 下 是 算法 第 11 行 所 定义 的 ,如 果 |F(B,6,) |=1, 那 么 由 算法 所 构造 的 G;; 一定 满 
是 名 ,i 己 G。 如 果 |FCB,i) | 之 1, 有 可 能 片 B 不 画 在 避 的 某 个 面 下 内 ,而 面 在 另 一 个 面 
下 里 。 由 于 GG 晨 一 个 块 , 它 没有 割 点 ,所 以 关于 G 的 每 个 片 都 至 少 有 2 个 附着 点 ,并 且 它 
只 能 画 在 2 个 面 内 ,这 样 每 一 个 片 的 附着 点 一 定 在 面 恶 和 饭 的 公共 边界 上 ,这 个 片 既 可 
以 画 在 内 ,也 可 以 曾 在 F' 内 ,因此 ,存在 G 的 两 个 平面 嵌入 ,一 个 是 片 8 画 在 避 的 面 F 
星 , 另 一 个 是 画 在 各 揭 面 下 里 。 这 样 由 算法 构造 的 名 +1 是 避 的 子 图 , 即 是 GG 的 某 个 子 图 
的 平面 瞪 人 。 

DMP 算法 的 计算 复杂 性 虽然 不 如 HT 等 算法 ,但 它 依然 是 多 项 式 时 间 的 。 在 算法 实 
现时 还 需要 注意 一 些 特点 ,比如 在 加 入 一 条 路 P; 之 后 ,G, 除了 Pi 所 在 的 片 之 外 ,其 于 的 
片 仍然 都 是 名 ;的 片 , 类 似 的 特点 可 以 帮助 提高 算法 的 效率 。 

例 4.4.3 DMP 算法 对 图 4.11(a) 的 平面 性 测试 过 程 如 下 ， 
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[3 了 已 
各 2 {FF,} 
{FF,)} 
{FF,} 
{FF,} 
{F, ,FF,} (1,3) 
人 3 {F,,F:} 
Bs {Fs Fs} 
B, { FF:} 
B, {FR} Bs F, (2,7,5) 
CG, 4 B: {F,} 
B;, {Fs Fe} 
B {Fs} 
Be {F,} 
{Fs Fs} Bs F; (1,4) 
G, 5 Bs {Fs} 
B, {F,} 
B, {Fs} 
| B, {Fss ks} B; Fs (3,5) 
Gs 6 B {F;} 
Bs {Fs} 
Br {FEF, ,EF,} B, 五 7 (4,6) 
Cs 7 Bs {Fs} 
Br | {Fs Fs} Bs Fs (6G,7) 
a | 7 | mi | BB | | 
如 9 Bs {Fis} Be Fis (7,8) 


各 六 mn+2 结束 


表 中 :={101,3)} ,Be 二 11.4)} ,Bs 一 (318711Ba={(4.6)} ,Be = {17:8), (7,2),C7,5),.(7,6),(8,2),(8,5)}, 
Be= {16,7} ,Br= {8,2) ,85,08,7)} ,Ba= {1(7,8)}, 


例 4.4.4 DMP 算法 对 图 4. 12 的 测试 过 程 如 下 ， 


F{B,G) 


{EFF} 
{FF,} 
{F Fas} 


表 中 :局 一 1C1.3) } :B= 4 (2,47} "B= 11:5), (2,5) ,3.5),. (4,5) } 
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eh 
ek 
人 二: 思 gS 


2 3 
C 
1 a 1 4 1 4 
WE AS Wy 
2 3 2 3 2 F, 
G, [eA 已 
图 4.12 
4.5 对 偶 图 


给 定 一 个 平面 图 G, 它 的 每 个 域 的 边界 便 得 到 了 确定 。 这 样 , 由 图 C 可 以 导出 另 一 个 
图 G' , 称 为 图 G 的 对 偶 图 。 

定义 4.5.1 满足 下 列 条 件 的 图 G' 称 为 G 的 对 偶 图 。 

1.G 中 每 个 确定 的 域 f 内 设置 一 个 结 点 v."。 

2. 对 起 f; 和 f; 的 共同 边界 w ,有 一 条 边 e = 二 (vi ,v,")EE(G'), 并 与 6 相交 一 次 。 

3. 车 es 处 于 域 疡 之 肉 , 则 "有 一 自 环 e "与 ws 相交 一 次 。 

很 明显 ,这 个 定义 本 身 就 是 求 图 G 对 偶 图 C" 的 方法 , 它 亦 称 为 Dl(drawing) 过 程 。 

例 4. 和 1 4. 13{a),(b) 的 对 侦 图 如 虚线 边 所 示 。 


图 4.13 


G 的 对 偶 图 G" 具有 如 下 性 质 ， 
性 质 4. 5.1 如 果 @ 是 平面 图 ,C 一 定 有 对 侦 图 G" ,而 且 C "是 唯一 的 。 
由 D 这 程 妈 可 得 证 。 
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性 质 4.5.2 G' 是 连通 图 。 

存 平面 图 C 里 ,每 个 域 f 都 存在 相 邹 的 域 ,而 且 对 G 的 任何 部 分 域 来 说 ,都 存在 与 它 
们 之 中 某 个 域 相 邻 的 域 。 这 样 由 对 偶 图 的 定义 可 知 ,G' 连通 。 

性 质 4.5.3 若 G 是 平面 连通 图 , 闭 么 (G* ) 一 G，。 

性 质 4.$.4 平面 连通 图 G 与 其 对 偶 图 G' 的 结 点 、 边 和 域 之 间 存 在 如 下 对 应 关系 

m=m", n=d', d=n’, 

性 质 4.5.5 设 C 是 平面 图 G 的 一 个 初级 回路 ,S' 是 G' 中 与 C 的 各 边 &; 对 应 的 er 
的 集合 ,那么 5S’ 是 G* 的 一 个 割 集 。 

证 明 :C 把 的 域 分 成 了 两 部 分 ,因此 EG) 一 S$' 把 G' 的 结 点 分 成 不 连通 的 两 部 
分 ,由 性 质 4. 5. 2,G' 这 两 部 分 分 别 是 连通 的 ,因此 S' 是 G' 的 一 个 割 集 。 

定理 4.5.1 G 有 对 偶 图 的 充 要 条 件 是 G 为 平面 图 。 

证 明 : 充 分 性 直接 由 性 质 4. 5, 1 得 证 ， 现 证 其 必要 性 , 即 非 平面 图 没有 对 偶 图 。 由 库 
拉 图 斯 基 定 理 , 非 平面 图 一 定 合 有 大 ' 或 K 型 子 图 ;而 及 KK 中 型 子 图 是 尺 趾 和民 中 图 
中 增加 了 一 些 度 为 2 的 结 点 ,因此 如 果 KR .下 中 图 没有 对 偶 图 ,那么 天 个 .上 K 中 型 ,进而 非 
平面 图 也 没有 对 侦 图 。 下 面 我 们 分 别 进行 讨论 ，。 

(1) 对 下 中 图 ,m= 二 10,n 二 5,d 之 7 ,假定 下" 有 对 偶 图 ,由 性 质 4,5,4, mm 二 10,n* 之 
了。 由 于 故人 中 没有 自 环 和 重 边 , 故 dwr ) 完 3， 

Sad 3 X77 > 2m', 

因此 天 全 没有 对 侦 图 。 

(2) 对 天 思 图 ,和 一 9 一 6,qd 之 5。 假 定居 2 有 对 偶 略 .由 人 竹 质 4.5,4,，m" 一 9 之 5。 
由 于 帮 候 中 每 个 域 的 边界 数 至 少 为 4, 故 dpi ) 送 4， 

Dd 4 X57> 2m', 

因此 六 全 没有 对 偶 图 。 

综 上 定理 得 证 


图 4.14 岁 4.15 
利用 对 个 原理 ,有 时 可 以 使 问题 变 得 十 分 简单 。 
例 4.5.2 图 4,16 是 一 所 房子 的 俯视 图 , 设 每 一 面 墙 都 有 一 个 门 。 问 能 否 从 某 个 房 
间 开 始 过 每 康 门 一 次 最 后 返回 。 
解 :做 G 的 对 偶 图 G* , 原 癌 题 就 转化 为 G' 是否 存在 欧 拉 回路 。 显 见 与 G 的 域 .和 
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fz 所 对 应 的 G' 的 结 点 wv? 和 vw,* 的 度 为 奇 ,因此 不 存在 欧 拉 回 路 
ed 1T~、、 
{ ;一 


图 4.16 图 4.17 


例 4.5.3 设 i 和 j 是 平面 连通 图 无 限 域 边 界 上 的 两 个 结 点 , 求 G 中 分 离 i 和 ;的 所 
有 割 集 。 

解 ; 在 无 限 域 中 添 入 边 (i, 让 ,得 到 G ,如 图 4.17 所 示 , 作 G 的 对 偶 G7? , 则 GY 中 除 
(2 六 ) 之 外 的 从 六 到 了 的 初级 道路 所 对 应 的 局 的 诸 边 都 构成 了 G 中 分 离 i 和 jj 的 割 集 。 

对 偶 图 还 广泛 用 于 平面 图 域 的 染色 上 ， 

一 张 彩色 地 图 ,通常 使 用 4 种 以 上 的 颜色 标明 各 个 国家 的 疆域 .人们 所 熟知 的 著名 的 
“四 色 猜 想 ”, 就 是 推断 对 任何 一 张 地 图 ,或 者 说 任何 一 个 平面 图 ,只 需 4 种 不 局 的 颜色 就 
可 以 对 它 的 域 进行 染色 ,满足 相 邻 的 域 染 以 不 同 的 颜色 ,这 个 猜想 至 今 还 没有 用 数学 方法 
获得 证 明 。 但 是 增加 一 种 颜色 , 即 平面 图 域 的 5 着 色 却 是 容易 证 明 的 。 

定理 4.5.2 每 一 个 平面 图 G 都 是 5 一 可 着 色 的 。 

证 明 : 作 G 的 对 侦 图 G* ,命题 转 为 证 G* 的 结 点 5 一 可 着 色 。 当 然 G' 也 是 可 平面 图 。 
由 于 自 环 和 重 近 不 影响 点 染色 ,所 以 可 移 去 如 "中 的 自 环 、 重 边 , 得 到 简单 图 Gu. 命题 又 转 
化 为 任意 简单 平面 图 G。 可 以 结 点 5 着 色 。 以 下 对 Go 的 结 点 进行 归纳 证 明 , 当 z<s5 时 , 缚 
论 显然 : 设 ”一 1 时 成 立 , 则 结 点 数 为 # 时 ,由 于 G。 是 简单 图 ,由 定理 4, 2 2,G 中 存在 结 
点 wd(o)<6。 移 去 后 得 到 G6, 由 假设 条 件 ,Go 的 结 点 可 5 一 着 色 . 着 好 色 之 后 ,再 把 
放 回 。 由 于 G6 是 平面 图 ," 一 定 是 在 G4 的 某 个 域 里 面 。 如 
果 d(w) 志 4, 或 者 dlv)= 二 5, 同 时 wv 的 邻接 点 没有 用 完 5 种 
颜色 ,那么 Ge 的 点 可 以 5 着色 。 而 如 果 w 的 邻接 点 从 好 用 
了 5 种 颜色 ,比如 co 一 cs。 设 用 c; 着色 的 结 点 为 ww, 如 图 ” “ 

4, 18 所 示 。 

令 Ga 是 C* 一 Co 一 的 一 个 子 图 , 它 是 由 cl 和 cs 着色 
的 结 点 导出 。 若 ww 和 mm 分 属于 Go 不 同 的 连通 支 , 则 将 mi 5 Go 
所 在 连通 支 各 结 点 ci .es 颜色 对 换 ,w 可 着 以 c1, 得 到 Gs 的。 “ 

一 个 5 着 色 ,如 果 避 ， 和 Us 属于 Gs 同一 个 连通 支 ,那么 一 定 

存在 wi 到 vw 的 结 点 交替 着 c,、cs 颜色 的 道路 尸 ,加 上 边 (v,w1) ,Cv,v3) 构 成 一 个 封闭 回路 ， 
它 把 vw 与 vvs 分 隔 在 不 同 的 区 域 。 这 时 在 任何 情况 下 ,都 不 会 存在 由 总 和 cs 交替 对 结 
点 染色 的 连接 vs 和 vw 的 道路 己 。 和 否则 与 Ge 是 平面 图 矛盾 ,这 也 就 是 说 ,在 Go 一 ”的 子 图 
G4 中 ,v2 和 wv 分 属于 不 同 的 支 。 将 w 所 在 连通 支 各 结 点 的 ct,ct 颜色 对 换 , 此 时 vs 着 以 
c4: 于 是 可 令 v 着 以 co 从 而 使 Go 可 以 5 着 色 。 
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图 4.18 
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采用 五 色 定 理 的 证 明 方法 是 无 法 证 明 四 色 猜 想 的 .关于 四 色 问 题 ,下 面 介绍 一 些 有 关 
的 结论 。 

定理 4. 5. 3 ”如 朱平 面 图 G 有 哈密 顿 回 路 , 则 四 色 猜 想 成 立 。 

这 个 结论 已 在 2.4 节 中 给 出 。 

定理 4. 5.4 若 任何 一 个 3 一 正则 平面 图 的 域 可 四 着 色 , 则 任何 平面 图 的 域 也 可 以 四 
着 色 。 

证 明 ;3 一 正则 平面 图 是 指 每 个 结 点 的 度 都 是 3 的 平面 图 .任何 一 个 平面 图 G, 如 果 存 
在 度 为 1 的 结 点 v, 则 它 一 定 处 于 某 个 域 的 内 部 , 移 去 v 并 不 影响 这 个 域 的 染色 。 如 果 存 
在 度 为 2 的 结 点 vi, 山 去 v 及 其 关联 的 边 (vi,v7) (wo ,同时 增加 一 条 边 (v;,vw) ,也 不 
会 影响 域 的 染色 。 如 果 存 在 结 点 w, 满 足 d(v) 之 4。 它 关联 于 边 e1 ,ez,…… ,64; 设 这 些 边 依次 
环绕 于 vw。 我 们 对 应 每 一 条 e; 构造 一 个 新 结 点 w, 然 后 移 去 v, 并 加 入 新 的 边 (wm ,v2), (wz， 
zy(wyo)* 这 样 新 加 入 的 每 一 个 结 点 的 度 也 是 3, 如 图 4. 19 所 示 。 这 时 图 G 转化 为 
3 一 正则 平面 图 G 。 由 已 知 条 件 G' 的 域 可 四 着 色 , 再 把 由 winzy……u 作为 边界 点 的 域 收 
缩 , 最 后 还 原 成 一 个 结 点 ,那么 G 的 域 染色 仍然 适用 于 G。 

基于 上 述 两 个 定理 ,Tait 曾 提 出 过 一 个 猜想 。 

狂想 :任何 一 个 3 一 正则 的 平面 图 都 有 了 哈密 顿 回路 。 

显然 ,如 果 这 个 猪 想 成 立 , 那 么 四 色 猜 想 也 便 获 得 了 证 明 。 后 来 托 特 (Tutte) 最 早 给 出 
了 一 个 反例 ,推翻 了 这 个 猜想 。 托 特 的 反例 是 这 样 宰 思 的 。 

首先 构造 一 个 3 一 正则 平面 图 G, 如 图 4. 20。 可 以 证 明 C 的 日 回路 必 不 同时 过 a,6 
两边 。 否 则 ,由 对 称 性 ,如 果 五 一 回路 经 过 边 {1,2), 则 一 定 过 (2,7),(7,8)。 这 样 在 图 的 下 
半 部 , 它 一 定 要 经 过 边 (3,4) 和 (6,10)。 这 时 , 若 经 过 结 点 5, 就 不 经 过 结 点 9, 反 之 亦 然 。 因 
此 结论 得 证 。 


图 4.19 图 4.20 


这 时 再 把 结 点 6 和 8 放大 ,分 别 斩 成 一 个 域 ,得 到 图 G;, 它 也 是 一 个 3 一 正则 平面 图 。 
同样 可 证 G; 的 吾 一 回路 必 不 同时 经 过 边 c 和 ad。 如若 不 然 , 它 亦 必 同时 经 过 a,6b。 由 前 面 
结论 这 是 不 可 能 的 。 

这 样 在 Gs 中 再 在 边 < 和 d 上 各 增设 一 个 结 点 xz 和 wv, 并 添加 边 (u,v)。 得 到 3 一 正则 
平面 图 G,。 我 们 又 可 以 断言 ,如 果 G; 中 有 吾 回 路, 则 必 经 过 边 (ws,v) ,因为 不 然 的 话 , 它 
必 同 时 过 G, 中 的 ca 因而 必 同 过 <, 5。 矛盾。 

。R2 。 
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图 4,21 图 4.22 


在 G 中 移 去 结 点 v, 增 加 3 个 度 为 1 的 结 点 工 ,y,z, 并 保留 与 vo 关联 的 边 ,构成 G,: 然 
后 由 三 个 与 G, 同 构 的 平面 图 搭 接 , 组 成 一 个 更 大 的 图 ,并 移 去 搭 接 时 出 现 的 度 为 2 的 结 
点 ,得 到 G。 如 图 4. 24。G 也 是 3 一 正则 平面 图 。 如 前 所 证 ,如 果 C 忆 中 有 恕 回路 , 它 必 定 经 
过 每 一 条 边 e, 这样 就 一 定 重复 通过 结 点 ,矛盾 。 因 此 G 中 不 存在 互 回路 

在 托 特 之 后 ,又 不 断 提出 了 一 些 不 满足 Tait 狂想 的 图 例 , 这 些 图 包含 的 结 点 数 和 边 
数 比 托 特 的 反例 更 少 。 由 于 四 色 猪 想 至 今 没 获得 数学 证 明 , 所 以 它 仍然 布 满 着 神秘 的 
色彩 。 


图 4.23 4 24 


4.6 色 数 与 色 数 多 项 式 


上 节 讨 论 了 平面 图 的 域 着 色 问 题 , 它 是 通过 对 其 对 偶 图 的 结 点 着 色 来 实现 的 。 实 际 上 
G 间 样 存在 着 结 点 着 色 与 边 普 色 问 题 。 

例 4.6.1 六 种 货物 要 存放 在 仓库 里 ,其 中 一 些 货 不 能 放 在 同一 个 仓库 ,它们 之 间 的 
关系 如 图 4. 25 所 示 , 其 中 。 一 人, 力 表 示 ; 与 7 不 能 存放 在 同一 库房 。 如 果 4 放 在 1 号 库 ， 
则 C.D 只 能 分 别 放 在 2.3 号 库 ,那么 需要 的 库房 数 至 少 是 多 少 呢 ? 在 这 时 ,B,E,F 可 以 
分 别 放 在 1.2.3 号 库 。 也 就 是 说 有 3 个 库房 是 能 够 满足 要 求 的 。 


人 3 。 


使 用 图 论 的 术语 ,这 就 是 对 图 G 的 结 点 着 色 ,满足 相 邻 的 结 点 着 以 不 同 的 颜色 。 

定义 4.6.1 给 定 图 G, 满 足 相 邻 结 点 着 以 不 同 颜色 的 最 少 颜色 数目 称 为 G 的 色 数 ， 
记 为 7Y(G)。 

定义 4.6.2 给 定 图 GG, 满 足 相 邻 边 着 以 不 同 颜色 的 最 少 颜 色 数 目 称 为 G 的 边 色 数 ， 
记 为 A(G)， 


图 4.25 图 #4.26 


G 的 边 着 色 问 题 可 以 通过 下 述 方法 转化 为 对 GG 的 结 点 着 色 , 在 上 G 的 每 条 边 e; 上 设置 
一 个 结 点 vi: 如 困 éi 与 €j 关联 于 同一 结 点 vas 则 | 人 中 有 边 (vw', Uj)。 比如 图 4. 26 的 G' 如 
虚线 边 所 示 。 这 样 G 的 边 着 色 就 等 价 于 G' 的 结 点 着 色 。 因 此 以 下 仅 讨论 G 的 结 点 着 色 
问题 。 

结 点 闭 色 问题 只 需要 针对 简单 图 。 某 些 熟 悉 的 图 的 色 数 比较 容易 决定 。 

1. 若 避 是 空 图 , 则 7(C) 一 1。 

2. 若 局 是 个 结 点 的 完全 图 , 则 7Y(G)==n。 

3.G=K.—e 7r(G)=n—1, 

4. 妇 是 一 分 图 ,7(G) 一 2。 

5.C 是 2n 个 结 点 的 回路 ,yx(CG) 一 2。 

6.G 是 2 十 1 个 结 点 的 回路 ,7(G) 一 3。 

7.C 是 n( 之 2) 个 结 点 的 树 ,Y(G) 二 2。 

定理 4.6.1 一 个 非 空 图 G,7Y(G)=2 当 且 仅 当 它 没有 奇 回路 。 

证 明 : 充 分 性 , 在 G 中 确定 一 个 林 T' ,其 每 个 连通 子 图 都 是 钳 了 ,7(T) 一 2。 由 于 每 个 
回路 都 是 偶 回路 。 所 以 加 入 每 一 条 余 树 边 都 不 会 使 结 点 着 色 发 生变 化 ,因此 7YCC) 一 2。 必 
要 性 。 如 果 G 中 有 奇 回路 , 则 7Y(G) 实 3, 矛盾。 

利用 此 定理 , 立 期 得 知 二 分 图 中 的 问 路 都 是 偶 回 路 。 

例 4.6.2 平面 连通 图 G 的 域 可 2 着 色 当 且 仅 当 G 中 存在 欧 拉 回路 。 

证 明 :G 存在 对 偶 图 G" , 诛 命题 变 为 G 点 2 着 色 当 且 仅 当 连 通 图 G 有 欧 拉 回路 。 先 
证 必要 性 ,由 定理 4. 6. 1,G' 每 个 回路 都 是 偶 回 路 , 即 它 的 每 个 域 的 边界 都 是 侦 数 。 由 于 
(G "六 一 GG 的 每 个 域 f; 内 都 有 G 的 一 个 结 点 w ,由 厂 过 程 知 ,d(oi) 是 偶数 。 故 G 有 殉 
拉 回 路 。 充 分 性 。 由 于 C 中 每 个 结 点 的 度 都 是 偶数 ,因此 G' 中 包围 每 个 结 点 wv 的 回路 都 
是 偶 回 路 , 且 任 意 两 个 偶 回 路 的 对 称 差 依然 是 偶 回 路 。 所 以 如 中 没有 奇 回路 ,74G 7 ) 一 2。 

定理 4.6.2 对 于 任意 一 个 图 C。 

器 4 


7(G) 所 do 二 1。 
其 中 do 一 maxd (vi)。 

证 明 ; 对 G 的 结 点 进行 归纳 ,n=1 时 成 立 。 设 ”一 一 1 时 成 立 , 当 mn 一 时 ,从 GG 中 任 
意 移 去 一 点 wv, 得 G',V CG’) 二 4 一 1。 于 是 YCG Yd; 十 1; 其 中 必 是 G' 的 结 点 最 大 度 , 由 于 
ddos 因 此 YG Edo 十 1。 即 do 十 1 种 颜色 可 以 对 G' 的 结 点 着 色 , 放 回 结 点 w 恢复 成 
G, 由 于 do) 委 do ,所 以 必 有 一 种 与 mw 的 分 点 都 不 相同 的 颜色 可 对 v; 着 色 

这 个 定理 还 可 以 进一步 改进 。 

定理 4.6.3 对 于 任意 一 个 图 G。 

YO) 1 + maxd(G’), 

其 中 5CG') 是 G 的 导出 子 图 G' 中 结 点 的 最 小 度 , 极 大 是 对 所 有 的 G' 而 言 。 

证 明 : 当 GG 为 空 时 显然 正确 , 设 7Y(G) 一 & 之 2, 令 万 是 满足 YCH)=& 的 任何 一 个 避 的 
最 小 导出 子 图 ,于 是 五 对 它 的 所 有 结 点 wv 来 说 ,有 7Y( 瑟 一 0o)==& 一 1。 所 以 在 理 中 结 点 vw 
至 少 有 一 1 个 邻接 点 , 即 4(v) 守 上 一 1, 于 是 5 如 ) 之 一 1。 训 对 于 号 的 所 有 导出 子 隐 
{ 玉 人 站 , 必 有 CH)Smax8CH'); 同 时 瑟 ' 也 是 G 的 某 个 导出 子 图 。 对 于 G@ 的 全 部 导出 子 图 
{G ,又 有 max8CH') 夺 max6(G')。 由 上 述 不 等 式 即 得 

7Y(G) 一 是 委 1 十 maxB(G' ) 。 
具体 给 定 一 个 图 G, 又 怎样 确定 它 的 色 数 呢 ? 下 面 我 们 介绍 色 数 的 一 种 求解 方法 。 


定义 4. 6. 3 设 ij 是 简单 图 G 不 相 邻 的 两 个 结 点 。 令 Gj 二 十 ey1G;y 也 是 一 个 简单 
图 ,其 结 点 集 二 V 一 {, 放 十 {ij}) , 边 集 


EmE— (i)| (Ri) € Ey— (kD,D) € E} 十 (下 江门 | 
{1) E 巨 域 (h,j) E€E BE}。 


例 4.6.3 设 结 点 i 和 ;如 图 4.27(a) 所 示 ;(b) 是 Gj,(c) 是 如,。 


i 三 


6 &, 局 
(a) (b) (o) 
图 4.27 
定理 4.6.4 设 ;,) 是 简单 图 G 不 相 邻 的 结 点 , 则 
7(G)》 一 min{7Y(G) Ye) 。 
证 明 ; 对 G 中 结 点 的 任何 着 色 ,i 和 了 7 或 者 将 着 以 同色 ,或 者 异 色 ,二 者 必 居 其 一 。 设 


i,j 着 以 异 色情 况 下 的 G 的 最 少 着 色 数 为 YCGGi,j 蜡 色 )) ,i,j 着 以 同色 情况 下 的 最 少 着 
。85。 


色 数 是 7Y(Gti ,ij 同色 )), 这 样 ， 
7Y(G) 一 min(7GG yy 异 色 )),7(G4，y 同色))}。 
显然 式 中 
Y(G{isj 异 色 )) 一 7Y(G,)。 
7(GG 7 同色)) 一 7Y(G)。 
因此 定理 得 证 。 
根据 这 个 定理 我 们 可 以 递 推 计算 YCG)。 
例 4.6.4 图 4.28 给 出 了 G 的 色 数 7Y(G) 的 计算 过 程 ， 


YO) 一 4,7CG,,) 一 3， 
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给 定 一 个 图 G, 如 果 最 多 使 用 上 种 颜色 对 它 的 结 点 进行 着 色 ,满足 相 邻 结 点 着 以 不 同 


颜色 ,那么 会 有 多 少 种 不 同 的 方案 呢 ? 


我 们 用 .FAG,2 表 示 这 种 不 同 的 结 点 着 色 数 目 。 当 然 , 若 上 <7Y(G) ,A(GWt) 一 0。 实 际 
上 ,满足 f(G,t)>>0 的 最 小 上 值 就 是 G 的 色 数 .这 样 ,五 色 定 理 可 以 表述 成 ,对 于 每 一 个 可 


平面 图 ,7jG,5)>>0。 而 四 色 猜 想 则 是 : (G4) 守 0。 


例如 ,对 KK, 来 说 有 :种 方法 可 对 其 第 一 个 结 点 着 色 , 而 第 2 个 结 点 只 有 :一 1 种 方 


法 ,第 3 个 结 点 有 :一 2 种。 因此 (Ks,)=iCt 一 1) G4 一 2)， 


一 般 说 来 , 令 ms 是 : 种 颜色 对 G 的 结 点 着 色 的 方案 数 , 那么 用 上 种 颜色 对 惹 色 , 怡 


好 用 上 了 i 种 的 全 部 着 色 方 案 是 mx:C (i,i) ,这 样 我 们 有 
FGD= mC + mC 2 + + mC n) 


= mt 二 一 十 十 二 mtG 一 1) 一 十 二。 
这 就 是 图 C 的 一 个 最 简单 的 色 数 多 项 式 , 它 是 :的 一 个 = 次 多 项 式 。 


定理 4.6.5 天 。 贡 一 上 一 1 人 一 十 1)。 
和 B86 本 


当 p<n 时 ， fCKs1t) 二 0 而 t= 时， (Kst)==n1。 

定理 4.6.6 f(T,,2)=t(t—1)"!。 

这 由 7Y(T,)==2 即 可 得 证 。 当 1=2 时 ,f(T,,t)==2。 

对 于 一 般 的 图 G, 我 们 可 以 通过 下 述 方法 计算 其 色 数 多 项 式 。 
定理 4.6.7 设 i,j 是 G 的 不 相 邹 结 点 ; 则 


CC = f (Gt) 十 Cut 。 


其 中 匠 , 如 ,由 定义 4.6.3 给 出 ， 
证 明 ， 用 +* 种 颜色 对 G 着 色 的 全 部 f(G,t) 种 方案 中 ,对 结 点 1 和 j 的 着 色 只 有 二 类 ， 
i 与 j 善 以 蜡 色 ,这 类 的 总 数 自 即 是 FCB,t); 理 则 i 与; 必 着 以 同色 ,而 这 类 的 总 数 是 


(Gt) ;因此 定理 得 证 ，。 
例 4.6.5 图 4.28G 的 色 数 多 项 式 是 
fFG0) = FOKSE) + 2F Kt) + FOKs ot) 
=t(t— DG 2 Dm D+ m1 2 3) 
二 tC 一 17(t— 2) 
=it— DG 2 5+ 7) 
如 果 至 多 用 3 种 颜色 ,那么 ftG,3) 二 6.。 
例 4.6.6 求 # 个 结 点 回路 C 的 色 数 多 TT 
项 式 。 
解 : 设 如 是 = 个 结 点 的 一 条 路 ,zi 和 了 是 =/ 二 8 
它 的 两 个 疹 点 ,出 如 就 是 = 个 结 点 的 回路 Cs \ 


Gj 是 4 一 1 个 结 点 的 回路 C._!。 如 图 4. 29 所 
示 , 由 定理 4. 6. 7， 
CD) 一 Te) 一 CC 1)， 
即 ; 
ICD) + fC = tt — 11) 
利用 此 递 推 公式 可 得 


图 4.29 
fC = (to 1 + (1) 1), 


习 题 四 


1. 设 简单 平面 图 的 域 的 数目 4<12, 每 点 的 度 dwi) 之 3, 证 明 至 少 有 一 个 域 的 边界 数 
小 于 5。 
2. 证 明 : 在 之 4 的 极 大 平面 图 中 ,每 个 结 点 的 度 都 大 于 等 于 3。 
3. 设 妃 是 结 点 数 大 于 10 的 简单 图 ,证 明 G 和 石 至 少 有 一 个 是 非 平 面 图 。 
4. 证 明 ， 
1)》 结 点 数 *<<12 的 平 曾 图 可 以 点 4 着 色 。 


2) 结 点 克 as<12 的 平面 图 可 以 域 4 着色 。 
5. 求 所 有 的 正 凸 多 面体 。 
6. 设 G 是 无 割 边 的 平面 图 , 且 每 两 个 面 之 间 最 多 有 一 条 公共 边 , 证 明 ， 
1) G 中 至 少 有 两 个 面 有 相同 的 边界 数 。 
2) 若 各 面 最 小 的 边界 数 是 5, 则 G 中 至 少 有 12 个 这 样 的 面 。 
7, 试 证 :不 存在 这 样 的 平面 图 , 它 有 5 个 域 , 且 任 意 两 个 域 之 间 至 少 有 一 条 公共 边界 。 
8. 设 简单 平面 图 G 的 结 点 数 n 之 4, 证 明 G 中 至 少 有 4 个 结 点 的 度 不 大 于 5. 
9. 证 明 : 若 无 割 边 的 平面 图 除 一 个 域外 ,其 余 各 域 的 边界 数 者 
可 以 被 整数 4C 汪 1) 整 除 , 则 GG 的 域 不 能 2 着 色 。 
10. 你 能 在 五 边 形 4BCDE( 如 图 ) 内 部 画 出 有 限 个 三 角形 ,人 
证 每 个 结 点 的 度 是 偶数 吗 ? 试 说 明理 由 。 
11. 设 简单 连通 图 G 的 结 点 数 是 15, 其 中 8 个 点 的 度 是 4,6 
个 点 的 度 是 6, 一 个 点 的 度 是 8, 证明 G 是 非 平面 图 。 
12, 设 避 是 每 个 面 都 是 三 角形 的 平面 图 , 现 用 3 种 颜色 对 它 


题 图 1.10 
的 所 有 结 点 任意 着 色 。 证 明 :顶点 上 恰好 得 到 了 这 3 种 颜色 的 面 的 i 
数目 是 偶数 个 。 
1 1 
2 
3 
ji 
是 到 业 1s 鸯 图 4.11 各 | 多 4.16 


13, 求 题 4, 13 图 的 色 数 与 色 数 多 项 式 。 

14. 求 二 个 结 点 轮 形 图 WW 的 色 数 与 色 数 多 项 式 。 

15. 完成 例 4. 6. 6 的 计算 。 

16. 设 G 如 题 4.16 图 所 示 , 其 中 a 是 含 因 个 结 点 的 初级 回路 ,是 含 个 结 点 的 初级 
回路 , Ci, 让 是 它们 的 公共 边 , 求 G 的 色 数 与 色 数 多 项 式 。 

17. 编写 DMP 算法 的 程序 ,并 验证 天 5 一 和 攻 ;,: 的 平面 性 。 
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第 五 章 ”匹配 与 网 络 流 


5.1 二 分 图 的 最 大 匹配 


图 的 匹配 问题 有 其 丰富 的 实际 背景 ， 它 水 及 了 二 分 图 与 一 般 图 的 最 大 匹配 ， 二 分 图 
与 一 般 图 的 最 佳 匹配 等 ， 除 了 一 般 图 的 最 佳 匹 配 之 外 ， 本 章 都 特 一 一 进行 讨论 

例 5.1.1 m 项 工作 准备 分 配给 wn 个 人 去 做 ， 如 图 5. 1 
所 示 ， 其 中 边 (zx;,y,) 表示 x 可 以 从 事 y;, 如 果 每 个 人 最 多 


L YI 


从 事 其 中 一 项 ， 且 每 项 工作 只 能 由 一 人 承担 。 问 怎样 才能 让 xz， ys 
尽 可 能 多 的 人 安排 上 任务 。 
图 5. 1 是 二 分 图 ,按照 要 求 ,如 果 zx; 从 事 了 ,就 不 允许 ” 


再 从 事 %, 同 时 和 也 不 再 允许 其 他 大 承 相 。 因 此, 它 相当 于 用 x 
一 种 颜色 ,比如 红色 对 G 的 边 进行 着 色 ,保证 每 个 结 点 最 多 
只 与 一 条 红色 边关 联 。 这 种 红色 边 的 集合 记 为 邓 , 它 就 称 为 忆 Ys 
匹配 。 原 问题 就 是 计算 G 中 包含 边 数 最 多 的 一 个 匹配 M。 国 
例 5.1.2 二 次 大 战 期 间 ， 
盟 军 许多 飞行 人 员 到 英国 参加 对 法 西 斯 德国 的 空 秦 行 动 ， 当 
时 每 架 飞 机 需要 领航 员 和 飞行 员 各 1 人 。 其 中 有 些 人 只 能 领 
航 , 一 些 人 只 会 驾驶 ， 也 有 人 两 者 均 会 。 加 之 二 人 语言 绒 求 
相通 ， 因 此 如 果 以 结 点 表示 人 ， 边 表示 两 者 语言 相通 并 且 一 
人 可 领航 另 一 人 可 驾驶 。 就 会 得 到 如 5.2 所 示 的 图 ， 这 是 一 
图 5. 个 简单 图 G。 那 么 最 多 的 编队 方案 就 是 计算 G 中 的 一 个 最 大 
匹配 。 
定义 5.1.1 令 邓 是 图 G 如 的 边 子 集 , 若 对 中 任 帝 两 条 边 都 没有 共同 的 结 点 , 刚 称 M 
是 如 的 一 个 匹配 ， 其 中 与 M 的 边关 联 的 结 点 称 为 饱和 点 ， 否 则 称 为 非 饮 和 点 。 
定义 5.1.2 设 放 是 G=(V,E) 中 的 一 个 匹配 ,如 果 对 G 的 任意 匹配 M' ,都 有 |M| 
之 1M'|, 就 说 必 是 CG 的 一 个 最 大 匹配 。 
定义 5.1.3 给 定 了 的 一 个 匹配 本，G 中 属于 MM 与 不 属于 M 的 边 交 替 出 现 的 道 
路 称 为 交互 道路 。 
有 时 这 种 交互 道路 可 能 构成 铝 路 。 
定义 5.1.4 设 疡 是 C 刀 中 关于 匹配 M 的 一 条 交互 道路 ， 如 果 书 的 两 个 端点 是 关于 
M 的 非 饱和 点 ， 那 么 它 就 称 为 可 增 广 道路 。 
可 增 广 道路 PP 一 定 包含 奇数 条 边 , 且 其 中 不 属于 匹配 MM 的 边 比 MM 中 的 边 多 一 条 , 同 
时 POM 仍然 是 如 的 一 个 匹配 M'， 它 使 P 的 两 个 端点 变 成 狗 和 点 ， 这 时 |M'1=| 帮 | 十 
!， 即 M' 是 比 M 更 大 的 证 配 。 


3.1 


“a 89 。 


定理 5.1.1 对 是 G 的 最 大 匹配 当 且 仅 当 C 中 不 存在 关于 M 的 可 增 广 道路 。 
证 明 ; 必要 性 。 若 存在 M 的 可 增 广 道 路 P， 则 MW 介 PP 一 好 是 C 的 一 个 新 匹配 ， 且 
1M'1>>1M1, 与 M 是 最 大 匹配 矛盾 。 充 分 性 。 如果 匹 配 M 不 是 G 的 最 大 匹配 , 则 存在 一 
个 最 大 匹配 M ， 作 GG = 到 四 MM， 我 们 逐一 分 析 CG 中 三 种 可 能 的 连通 支 ， 
1. 孤立 结 点 ， 当 (wy， 芒 ) 毛衣 门 MM 时 会 出 现 弧 立 点 vw， vv,。 
2. 交互 回路 ， 该 回路 中 属于 M' 和 属于 MM 的 边 数 相同 。 
3， 交互 道路 。 如果 不 存 在 增 广 道路 ,那么 IM'|= |M1, 与 假设 矛盾 。 如 果 存 在 旭 关 
于 M' 的 增 广 路 , 又 与 邮 是 最 大 匹配 矛盾 。 由 于 11 | >>1MF 故 必 定 存 在 好 关于 对 的 可 
增 广 交 互 道 ， 即 C 中 存在 关于 M 的 可 增 广 道路 。 
定理 5.1. 1 是 二 分 图 和 一 般 图 最 大 匹配 算法 的 依据 。 不 过 由 于 二 分 图 的 所 有 回路 都 
例 偶 回路 的 特点 ,因此 它 的 最 大 匹配 算法 较为 简单 ,而 一 般 图 的 最 大 匹配 问题 将 在 5. 4 节 
中 进行 讨论 。 
计算 二 分 图 最 大 匹配 的 一 个 好 算法 是 匈牙利 算法 。 描 述 如 下 : 
匈牙利 算法 
(输入 为 二 分 图 C@=〈X,，Y， 五 ); 结 点 标记 0: 表示 尚未 搜索 , 1; 表示 是 饱和 点 ,2， 
表示 是 无 法 扩大 匹配 的 结 点 )。 
1. 任 给 一 初始 匹配 M， 给 饱和 点 “1” 标 记 
2, 判 蕊 中 的 各 结 点 是 否 都 已 有 非 霉 标记 
2.1 是 。M 是 最 大 焉 配 ， 结 束 
2.2 否 。 找 一 “0” 标 记 点 xoEX， 
令 U+ {re} Ve。 
3. 判 集合 区 的 邻接 点 集 上 (一 7? 
3.1 是 ，zo 无 法 扩大 匹配 ， 给 mr 标记 “2”"， 转 2， 
3.2 否 ， 在 1 -VY 中 找 一 点 w， 羯 是 否 标 “1”。 
3.2.1 是 ， 则 有 边 (y,z)EM。 令 
UUU {ztrVeV Uy), 转 3。 
3.2.2 否 ， 存 在 从 x, 至 yy, 的 可 增 广 路 P， 
令 MMOOP， 给 ro yy 标记 1， 转 2。 
例 5.1.3 图 5.3 中 , 设 初始 匹配 财 一 {(zyyD (zs ,rnys)}。 用 匈牙利 算法 求 
其 最 大 此 配 的 过 程 如 下 : 
(C1) 5 一 fr = 人 DB, 
一 1y, sve} yye EP) 一 V, 且 无 标 it!， 
增 广 路 二 (x0v6)。 
M= {ry Cray) rr ys) Cr ye)}o 
200 = {rs = 人 DD, 
PC 一 人 9336 人 CD) 一 让。 
U={rom) Vo {yr}, 
= {ys ye ye ETU)—V, 
»00. 


U= {zor Ta) V = {ys ye}, 

T(O)= {ys yy ET(U)—VY, 

U= {zs Ter ts} VV = {ys Yo Yu4} 

T= (3 :yzETCOU) 一 V 且 无 标记 。 

有 增 广 路 P= (rs yertes ys Ts ys)o 

M= {Cz yD) (Tr ys) Cres ye) Cror ye)s Cres ya3)}。 
(WU= {ze VV =0, 

OD={y) yw ET(O—Y, 

U= {zzxs}V = {ye}。 

TC(UD)= {ye ye) ye ETO —VY, 

U= {re zssz} VV = {ye ys}。 

[TOD 一 人 yoryojT(UD) 一 VY 。 给 xs 标记 2。 结 束 。 
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y1 2 如 Tl 3 

Tz Ya Xs ys 2 ye 

Ty > Ty 入 Ta Js 

a J Th ns Ta Hu 

Ts 3 Zs Se TE Js 

I Ys Th ys Zs ye 
图 ”5.3 


因此 ， 其 最 大 匹配 是 M= {Cz yy Czyys) Crss ye) Crery) (Ty2)}。 

定理 5.1.2 最 大 匹配 匈牙利 算法 的 计算 复杂 性 是 O (mn)，, 其 中 > 是 二 分 图 G 中 区 
的 结 点 数 ，。 

证 明 ; 初始 匹配 可 以 是 空 丐 配 ， 算 法 最 多 找 条 增 广 路 ， 每 找 一 条 增 广 路 时 ， 最 多 
判断 m 条 边 ， 因 此 其 计算 复杂 性 是 OCmn)。 


5.2 完全 匹配 


二 分 图 G=( 和 ,了 ,五 ) 的 最 大 匹配 凡 包含 的 边 数 不 会 超过 | 关 |, 关 |M|== | 玉 | , 则 称 翌 
是 完全 匹配 ,特别 地 ,如 果 |M|=| 基 |= |7|, 则 
称 邓 是 完美 匹配 。 直 观 地 看 ， 如 果 每 个 结 点 > 
关联 的 边 傅 多 , 则 最 大 匹配 的 边 数 可 能 傅 大 - 例 
如 图 5.4(Ca) 有 完全 匹配 ,而 人 b) 没 有 完全 匹配 . 
那么 满足 什么 条 件 G 中 就 会 有 完全 匹配 呢 ? 和 霍 
和 尔 (Hali) 定 理 给 出 了 判别 的 标准 。 (a) (Cb) 
定理 5.2.1 在 二 分 图 G 一 (X,Y,&) 中 ， 


Ol"* 


区 到 Y 了 存在 完全 匹配 的 充 要 条 件 是 对 于 X 的 任意 子 集 


4， 恒 有 Zn ys 
IrC4)| 之 141。 
证 明 ; 必 要 性 。 若 存在 子 集 ASX, 使 |Ai>>irC4)|。 于 了 
则 4 中 的 结 点 无 法 全 部 匹配 ， 因 此 久 到 Y 不 可 能 有 完 加 
全 匹配 。 充 分 性 。 假定 G 的 一 个 最 大 匹配 M 不 是 完全 匹 
配 , 一 定 存在 结 点 zoE 关 是 关于 M 的 非 饱 和 点 。 如果 T 三 2 


《zo) 一 钙 , 则 令 A 二 {zo) ,于 是 |TCA) |< 过 141, 不 满足 条 
件 。 如 果 TCzo) 尖 十; 对 某 一 个 yyET(Czxo), 若 yy) 关于 MM 为 
非 饱 和 点 ， 则 存在 增 广 路 (zo,y) ,与 MM 是 最 大 匹配 务 。 。， 3 
盾 ,。 因 此 yyE T(x) 都 是 关于 M 的 饱和 点 。 这 样 可 以 寻找 
以 ze 为 端点 的 相对 于 M 的 一 切 交互 道 ， 记 交互 道中 结 一” 
点 yj 的 集合 为 Y， 结 点 z 的 集合 为 X,， 根据 匹配 的 性 图 5.5 
质 Y 的 结 点 与 万 一 ze 的 结 点 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 于 是 
| 瑟 | 盖 1 1， 即 j [> IPCX,)|, 

推论 5.2.1 关 二 分 图 G==( 久 ,了 ,EE) 的 每 个 结 点 x:E 及 ,都 有 d(x) 之 和 ,每 个 结 点 yj 
<E7, 都 有 zs<A4 ,那么 三 到 yY 存在 完全 匹配 ， 

证 明 ; 对 任意 子 集 4 三 外 ， 设 它 的 结 点 总 共 与 m 条 边关 联 ， 于 是 有 m 之 £1|4|, 这 m 
条 边 又 与 Y 中 的 |T(A) | 个 结 点 相关 联 , 叉 有 mkITCAD)|, 因 此 |TCA)| 之 |41, 由 定理 
5. 2. 1 即 得 。 

例 5.2.1 在 一 个 舞会 上 男女 各 占 一 半 , 假定 每 位 男士 都 认识 上 位 女士 , 每 位 女士 也 
认识 盐 位 男士 。 那 么 一 定 可 以 安排 得 当 ， 使 每 位 都 有 认识 的 人 作为 绎 伴 。 

证 明 : 用 结 点 x; 表示 每 位 男士 ，% 表示 每 位 女士 ,互相 认识 者 用 边 连 之 。 于 是 得 到 
二 分 图 G= (X,Y 了 ,E), 图 中 每 个 结 点 x; 有 d(xi) 一 &,y) 有 ad(yj) 一 k&。 满足 d(x;) 之 上 ， 
d(y DA 由 推论 5.2.1， XX 到 YY 有 完美 巨 配 M。M 就 是 一 种 安排 方案 。 

二 分 图 的 完全 匹配 一 定 是 最 大 匹配 ， 而 最 大 匹配 不 一 定 就 是 完全 匹配 ， 那 么 它们 之 
人 间 有 什么 内 在 联系 呢 ? 

定理 $.2.2 在 二 分 图 如 一 (YY ,五 ) 中 ,和 到 y 最 大 匹配 的 边 数 是 | 多 | 一 8(G), 其 中 
SG)=maxd(A), (4)=|A|— IT(A)|, 8(4)>0, 

证 明 略 。 

例 $.2.2 10 个 人 有 10 件 不 同 的 乐器 , 其 中 3 人 只 会 拉 小 提 其 ,其 余 7 人 每 件 乐 器 
都 会 ， 若 每 人 只 用 一 件 乐 器 ， 则 由 定理 5. 2. 2， 最 多 只 有 8 人 能 同时 登台 演出 。 

二 分 图 有 是 一 个 图 , 当然 可 以 用 邻接 矩阵 表示 。 由 于 其 全 部 的 边 都 跨越 在 和 和 Y 之 间 ， 
因此 我 们 可 以 将 邻接 矩阵 进行 简化 ， 成 为 | 多 | x |Y | 区 一 个 和 矩阵。 比如 图 5. 6 的 邻接 拖 
阵 是 
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这 样 G 中 的 最 大 匹配 教 > 就 是 A 中 不 在 同行 同 丈 
户 Xg 的 ， 显 然 有 r 委 min(p,9) 。 
另外 我 们 也 可 以 适当 地 选取 4 的 某 些 行 和 列 , 使 这 此 过 入 
行 和 列 能 盖 住 A 中 的 全 部 非 零 元 , 这 称 之 为 4 的 覆盖 , 当  。 
然 如 果 盖 住 4 的 全 部 pp 行 , 或 全 部 9 列 , 就 一 定 会 盖 住 所 
有 非 零 元 ,但 这 不 一 定 是 最 少 选 取 移 行 与 列 ,比如 图 5.6 的 ™ ” 
年 阵 4, 如 果 盖 住 其 第 4、 6 行 , 第 2.4 列 , 就 可 以 覆盖 其 = 
金 部 非 零 元 。 因此 在 拭 阵 4 的 全 部 覆盖 中 ,一定 存在 最 小 
覆盖 ， 其 覆盖 数 为 *， 显 然 5 委 min( 训 ,ga)。 > 
定理 5.2.3 设 r 是 二 分 图 G 的 最 大 匹配 数 ,s 是 其 邻 二 
接 矩 阵 的 最 小 覆盖 数 ， 则 有 ~ 一 *。 图 5.6 
诈 明 : 因为 每 个 不 在 同行 同 列 的 非 零 元 需要 一 行 或 一 
列 才 能 盖 住 ， 所 以 7x 个 不 在 同行 同 列 的 非 等 元 需要 r+ 
行 、 列 才能 盖 住 , 而 * 个 不 同 的 行列 盖 住 了 矩阵 4 的 
全 部 非 零 元 ， 自 然 也 盖 住 了 r 个 不 在 同行 同 列 的 非 零 ， 
元 。 因 此 ;之 r:。 再 证 r 艺 *。 不 失 一 般 性 ， 设 最 小 覆盖 xX, A 1 
盖 住 了 4 的 c 行 、d 列 , 即 s=c 十 d。 设 这 c 行 对 应 的 ~ 
结 点 子 集 是 X.， 其 余 为 X 一 X.: q 列 对 应 的 结 点 集 是 x-x| 4 ! 
Ya， 其 余 为 Y 一 Ys。 把 矩阵 4 的 行 、 列 进行 调整 ， 如 ry, y, 
留 5.7 所 示 ， 显 然 4 每 行 都 被 覆盖 ，A;s 每 列 都 被 覆 
盖 ， A 中 每 个 元 素 既 被 行 也 被 列 所 办 羡 ， 而 A =0。 
现 证 明 XX. 到 了 一 z 存在 完全 匹配 。 在 4 中 任 取 |V'| 行 , 这 些 行 中 的 非 零 元 至 少 分 
布 在 它 的 |V' | 个 不 同 列 上 。 和 否则 ， 不 福 盖 这 |Y'| 行 ， 而 覆盖 这 些 更 少 的 列 ，4 中 的 所 有 
非 零 元 仍然 全 部 覆盖 ， 这 时 所 用 的 履 盖 数 比 原先 要 少 ， 与 原来 是 最 小 覆盖 矛盾 。 这 就 是 
说 , 对 XX. 的 任意 子 集 V', 它 在 Y 一 Ys 中 的 邻接 点 集 是 FPC(Y') ,总 有 IT 莹 上。 根据 
定理 5. 2, 1，X, 到 了 一 Ys 存在 完全 匹配 M1,，|M|=c。 同 理 Yi 到 X 一 其 也 存在 完全 匹 
配 Mi，1Mi| 二 4d，MiU Mi 仍然 是 G 的 一 个 匹配 ，|M,UM,|=c 十 d=s。 因 此 如 的 最 大 
匹配 数 > 之 3。 
定理 5. 2. 3 不 但 揭示 了 匹配 与 覆盖 之 间 的 关系 ， 而 且 也 是 最 佳 匹配 算法 的 基本 依据 
之 一 。 


+ 一 


非 零 元 的 最 多 个 数 。 如 果 和 矩阵 4 是 


加 二 7 


903 


5.3 最 佳 匹配 及 其 算法 


先前 两 节 讨 论 的 都 是 边 权 为 1 的 匹配 问题 ， 如 果 边 权 是 非 负 实 数 ， 而 且 存 在 多 个 完 
全 匹配 ， 那 么 其 中 权 和 最 大 或 最 小 的 完全 匹配 就 叫做 最 佳 匹 配 。 
例 5.3.1 5 项 工作 由 5 个 人 完成 、 如 表 所 示 。 


3 4 6 4 9 
6 4 5 3 8 
C=|7 5 3 4 2 
6 3 2 2 5 
8 4 5 4 7 


其 中 CC, 表示 i 从 事 工 作 的 利润 ， 如 果 每 个 人 只 做 一 项 工作 ， 那 么 最 大 的 利润 就 应 该 是 
max2Zci;，cs 不 在 相同 的 行 与 询 。 
假如 cj 表 示 i 队 事 工作 j 的 成本， 那么 最 小 的 成 本 应 该 是 min2ci,，cij 不 在 相同 的 行 
与 列 。 
显然 这 种 最 佳 匹 配 就 是 二 分 图 的 最 大 权 或 最 小 权 匹 配 。 在 讨论 最 佳 匹 配 时 ， 二 分 图 
GG 二 (了 X,Y,E) 满 足 条 件 |X|1= |Y|。 
我 们 先 介绍 一 个 利用 最 小 覆盖 取代 最 大 匹配 的 最 大 权 琵 配 算法 。 
最 大 权 匹 配 算法 (已 知 利润 矩阵 C)。 
1. 在 矩阵 C 的 每 行 选 一 最 大 值 作为 本 行 的 界 值 1(x;)， 每 列 的 界 秆 (yj) 一 0。 
构造 矩阵 B= 二 06),x4' 其 中 嫩 二 L(x 十 Iyj) 一 cj。 
2. 在 8B 中 对 0 元 来 进行 最 小 覆盖 ， 覆 盖 数 为 7。 
2.1 若 r=n， 转 4。 
2.2 在 未 覆盖 的 元 素 中 选 最 小 非 零 元 ， 设 值 为 3。 
车 zi 行 、yj 列 均 已 覆盖 ， 则 6 一 加 十 8。 
车 过 行 、 入 列 均 未 覆盖 ， 刚 六 一 六 一 仿 
3, 修改 界 值 


若 zx 行 没 覆 盖 ， 令 上 ar)< 人 (zi 一 人 \ 

若 沁 列 已 覆盖 ， 令 y)<[(y;) 十 从 9f6535 0 
删除 蓝 盖 标记 ， 转 2。 8|2435 0 

4, 之 Ur) 十 L(yy)) 即 是 最 大 权 ， 结 束 。 7|10 2 4 3 5 
例 5.3.2 求 例 5.3.1 表 中 的 最 大 利润 。 6l0 3 441 
解 ， 首先 得 到 矩阵 互 ， 界 值 已 在 表 的 两 旁 标 出 ， 最 小 覆盖 8I0 4 3 4 1 
是 1， 5 两 列 ，8 一 2。 00000 


.04. 


r<n，B 中 没 覆盖 的 元 素 均 减 5， 修改 界 值 ， 结 果 如 右 。 这 时 + 
一 个 最 小 履 盖 是 第 1，5 列 , 第 3 行 。 $==1。 763130 
6|221 3 
5|00215 
4|0 122 1 
6l0 2 1 21 
200 0 2 
< 之 nxn， 上 B 中 没 覆 盖 元 素 减 1， 双 重 覆盖 元 加 1。 修改 界 值 ， 这 
时 一 个 最 小 覆盖 是 1，2，3， 5 列 。5=1。 y+ 4 
6[6 2 0 2 0 
5|2 1 0 2 0 
5I1 0 2 156 
3lI0 0 1 11 
5l0 1 0 11 
3 0 0 0 3 
r<n，B 中 没 覆盖 元 减 1，, 修改 界 值 , 这 时 的 一 个 最 小 医 
盖 是 第 3，4,，5 行 ，3，5 列 ， 最 小 覆盖 数 + 一 n。 一 个 最 大 权 
匹配 方案 是 {csy cr car es ca}s DUCr)+iCy)=29, 5[6 2 0 1 0 
结束 。 4j2 1010 
4|1 0 2 0 6| 一 
2i0 0 1 0 1i< 
4i0 1 0 0 1 < 二 
4 1 104 
定理 5. 3.1 算法 的 结果 是 矩阵 C 的 最 大 权 匹 配 。 
证 明 ， 所 选取 的 矩阵 B 满足 
b=) Ty 0 0， 《1》 
设 W 是 C 的 最 大 权 匹 配 权 和 ， 一定 有 
DU) + OY ND) PF max Ye, 一 多。 (2) 


如 果 等 式 成 立 ,那么 一 定 存在 个 不 在 同行 同 列 的 6, 满 足 c==1Czy) 十 lyj) ,或 者 说 BB 中 
有 个 不 在 同行 同 列 的 0 元素 ,处 于 这 个 位 置 的 cv 构成 了 最 大 权 匹 配 。 如 果 最 多 存在 
(之 nn) 个 这 样 的 0 元 率 , (2) 式 就 不 可 能 相等 , 设 此 时 的 最 小 覆盖 盖 住 了 c 行 4 列 , 其 对 应 
的 结 点 集 为 XX 和 Ys 由 定理 5.2.3, k==c 十 d<<n。 令 台 中 没 被 覆盖 的 最 小 元 是 6(>0)， 
按照 算法 在 修改 界 值 时 ,对 没 覆 盖 的 各 行 , 令 (zi) 一 L(x) 一 8; 对 履 董 的 各 列 , 令 1" Cy,) 
一 !(Y) 十 9, 其 余 界 值 不 变 。 为 了 保证 (1) 式 不 变 , 即 修改 界 值 后 仍 需 满足 
= 0, 
就 应 该 对 如 的 不 同位 置 分 别 作 如 下 处 理 。 
QD 在 覆盖 的 行 和 列 的 交叉 点 位 螺 ， 
» O05 


b=) + yo = lr) + ly + Ome= b+ 6, 

人 后 ) 没 被 覆盖 ，6B; 一 Lx) 一 8 十 iyj) 一 ci 一 bj 一 从 ， 

@@ 只 被 行 覆盖，B; 二 lz) 十 [yj) 一 cj 二 by， 

@@ 只 被 列 覆 首 ，6; =L(xD) 一 6 二 Ly) 十 6 一 cj 二 bj， 

在 上 述 每 种 情况 下 ,好 之 0 成立 , 综 上 ,在 对 界 值 各 元素; 修 改 之 后 , 式 (1) 和 (2) 继续 
保持 成 立 。 但 新 的 界 值 之 和 

Dz) + Gy) = (za + L(y)) — Hn — ey) + id, 
而 
— m4—e)+dd= d+d—n) < 0, 
即 界 值 之 和 下 降 。 由 于 6 选 值 最 小 ， 因 此 它 是 最 小 下 降 。 界 值 以 及 ;调整 后 ，B 中 出 现 
了 新 的 0 元素， 将 可 能 增加 最 小 覆盖 数 。 经 过 若干 次 迭代 之 后 ， 界 信之 和 将 恰好 等 于 最 
大 权 匹 配 值 。 

如 果 称 阵 C 表示 成 本 和 矩阵， 那么 它 的 最 小 权 噬 配 或 最 小 成 本 也 就 容易 计算 了 。 一 种 
方法 是 确定 一 个 阶 矩 阵 Q@= (gu) ,其 中 gs 是 一 个 大 于 等 于 maxc; 的 常数 a, 令 C' 一 Q 一 
C， 则 5 十 cj==a。 这 样 矩阵 C 的 最 小 成 本 对 应 了 C 的 最 大 利润 。 对 C' 调 用 最 大 权 匹 配 算 
法 就 容易 计算 C 的 最 小 成 本 。 另 一 种 方法 类 似 于 最 大 权 匹 配 算法 的 思路 。 首 先 选 每 行 的 
最 小 元 为 界 值 , 满足 站 = 号 一 Kx 一 57) 袜 0。 然 后 不 断 最 小 地 增加 界 值 , 直至 存在 x 个 
不 在 同行 同 列 值 为 0 的 6 出 现 。 

例 5.3.3 求 下 表 中 的 最 小 成 本 。 


7 
4 
3 
4 


-I 


1 
2 
8 
5 


[ 名 ~ Sn 心 
Gy 多 可 ~ 中 


2 6 3 
解 : 选用 a==10, 得 到 籍 阵 C 一 (ee 一 划一 cn 心 丛 是 例 5. 3. 2 计算 的 矩阵 ， 因 
此 C 的 最 小 成 本 是 : 
5 X10— max lc, 一 21。 
相应 的 一 个 最 小 权 匹 配方 案 是 (ci c2ss car esr C51}。 
如 果 直 接 对 C 进行 计算 ， 过程 可 以 如 下 : 


+ ' 
1[6 5 3 5 0 
2|2 4 3 50 
3|0 2 4 3 5 
410 3 4 4 1 
2l0 4 3 41 
00000 


a 96 « 


r<n。B 中 没 覆盖 的 元 素 均 减 8, 行列 都 盖 住 4 4 
的 加 6 修改 界 值 ,。 没 覆 盖 的 行 界 值 加 5, 覆盖 的 列 界 37f 6 3 1 3 0 
什 减 3。 这 时 一 个 最 小 覆盖 是 第 1, 5 列 , 第 3 行 ，4| 2 2 1 3 0 
5 一 1 5 0 0 2 1 5 | < 二 

6| 0 1 2 2 1 

4 0 2 1 2 1 
一 2 0 0 0 —2 
r<<n。B 中 没 覆 盖 的 元 素 均 减 98, 修改 界 值 如 + + 4 
下 ， 这 时 一 个 最 小 覆盖 是 1，2，3， 5 列 ， 3 一 1。 4 6 2 0 2 [由 
5 2 1 站 2 0 
5 ] 0 2 1 6 
7 0 0 1 1 1 
5 0 1 0 1 i 
一 3 0 0 0 一 3 
r<w。 已 中 没 材 盖 的 元 素 均 减 83， 修改 界 值 ， 4 | 
这 时 的 一 个 最 小 覆盖 是 3，4，5 行 ， 3，5 列 ,最 5Ff 6 2 0 1 0 
小 覆盖 数 > 王 *”。 一 个 最 小 权 下 配 方案 是 {cs， cz， 8 1 0 2 0 8 
Caas 人 42 9 C51) ， ZUlr) Hily))=21, 结束 。 8 0 0 1 0 1 < 
6 0 1 0 0 lj 
一 4 一 】 一 1 0 一 下 


不 论 计算 最 大 权 匹 配 还 是 最 小 权 匹 配 ， 算 法 在 计算 当前 的 最 大 匹配 时 ， 都 采用 了 求 
最 小 覆盖 的 办 法 。 这 对 人 工 计算 较为 方便 。 但 由 计算 机 实现 ,当然 要 利用 最 大 匹配 算法 ， 
在 这 时 ， 怎 样 决定 界 值 的 修改 ， 便 是 最 佳 匹 配 算法 的 关键 。 这 里 介绍 一 种 可 行 的 方案 。 

对 每 一 个 矩阵 昌 ， 令 其 中 三 一 0 的 元 素 集合 为 束 ， 可 以 得 到 相应 的 二 分 图 C= (X， 
Y, EE), 调用 最 大 匹配 的 匈牙利 算法 可 以 求 出 它 的 一 个 最 太 匹 配 。 比如 例 5. 3. 2 的 第 一 个 
矩阵 B 对 应 的 二 分 图 如 图 5. 8(a) ,其 最 大 匹配 是 MM= {Czys) (Xs,91)}。 由 定理 5.2.3， 
”二 s， 即 其 最 小 覆盖 数 是 |M|。 换 名 话说 ,能够 在 M 中 找到 r+ 个 zx; 或 y,， 使 得 每 条 边 都 
至 少 与 其 中 某 个 结 点 相关 联 。 不 妨 先 从 M 中 取出 + 个 z; 构成 集合 R, 如 果 它 恰好 满足 这 
一 条 件 ,那么 盖 住 这 7r 个 x; 所 在 的 行 便 盖 住 了 如 的 全 部 零 元 素 , 它 就 是 一 个 最 小 覆盖 。 否 
则 一 定 存在 某 点 x 人 千 R， 且 它 的 每 个 邻 点 芳和 村民 ， 由 于 M 是 最 大 匹配 ， 所 以 必 有 一 邻 
点 XiE€ER, 即 (yj， zi) EM 这样, 在 x 所 在 的 全 部 交互 道路 (交互 支 ) P 上 , 用 y, 代 
蔡 zx;， 记 为 R 二 RO@P， 它 保证 了 R 的 元 素数 目 不 变 ， 而且 xs 所 在 的 交互 支 里 的 每 条 边 
都 与 尺 中 的 某 点 关联 。 如 果 对 每 一 个 xz:E€ 久 都 进行 了 上 述 处 理 , 那么 最 终 得 到 的 RR 就 对 
应 了 G 的 一 个 最 小 覆盖 。 

以 5. 3. 2 为 例 ， 我 们 按 上 述 过 程 继续 处 理 。 

]. M={{z, ,ye) 1 (Ta y1)}, 


R= {zyx}s 


6 0D7 。 


yr 
二 » ye ys 
I ey 本 3 
2 a ys 2 二 yy, 
™ yw = ye 
(a) (Cb) 
Xa yr 
Tz yz 
x 入 
Ls .yy 
Ts ys 
(Cc) Cd) 
网 5.8 
Ts 人 RATCr) ER, 
R=ROP=R+y—Zz= {rys) 
TRATCr) EGR, 


R=R+y—zx = {ys ry} 
2. M 一 (人 zl) Tas Ya) CD) 
R= {xirxarT4) 
TRAT(r) ER, 
R=R+y z= (xyrrs ys}s 
Xs RATCz) ER, 
se R=R+i+y,—z= {x ?5931 } 
3. M 一 (fxziyys)frey3y5)0z4591))， 
R= {7x1sT2 rT rr}, 
Zs 仿 RATCzs) 舍 民 ， 
Ts 所 在 交互 支 是 C， 
R=RODP= (yay335}。 
最 小 履 盖 的 向 题 一 经 解决 , 则 界 值 以 及 6 的 修改 ,进而 新 图 G 的 产生 就 容易 实现 。 
此 就 不 再 多 述 。 由 于 最 小 覆盖 的 计算 量 是 On) ,最 大 匹配 算法 的 计算 复杂 性 是 O(n2)， 
98 仁 正 本 最 多 筑 要 送 代 次， 所 以 它 的 计算 复 架 往 是 On)。 


5.4 最 大 基数 匹配 


一 般 图 的 最 大 匹配 亦 称 为 最 大 基数 匹配 。 最 大 基数 匹配 算法 的 依据 仍然 是 定理 
5.1.1, 即 好 是 G 的 最 大 匹配 , 当 且 仅 当 GG 中 不 存在 关于 M 的 可 增 广 路 。 但 由 于 一 般 图 
既 可 能 存在 偶 回 路 ， 也 可 能 存在 奇 回 路 ， 它 比 二 分 图 不 存在 奇 回路 的 情况 要 复杂 ， 因 此 
最 大 基数 匹配 算法 要 考虑 更 一 般 的 情形 。 

为 了 寻找 关于 匹配 M 的 一 条 可 增 广 交 互 道 路 , 必须 从 某 一 个 非 饱和 点 上 开始 如果 
存在 一 条 w 到 w' 的 增 广 路 P， 则 在 道路 PP 中 w' 或 是 与 邻接 , 或 是 与 男 一 饱和 结 点 v 今 
接 ， 且 vv 与 & 的 距离 《 即 w 到 wv 这 条 道路 所 包含 的 边 数 ) 为 偶数 。 这 意味 着 ， 当 且 仅 当 
存在 与 这 样 的 结 点 wv 相 邻 的 非 饱和 点 x'， 才 存在 增 广 道 路 PC .a'Y. 

例如 ， 令 m， V2s "3 Ur 是 与 zx 邻接 的 点 ， 如 
果 其 中 之 一 是 非 饱和 点 ， 则 我 们 就 找到 了 一 条 增 
广 路 ， 否则、 令 如 如 ,wr 是 匹配 M 中 它们 
相互 配对 的 结 点 ,取出 其 中 一 个 结 点 , 比如 找 
它 的 全 部 未 查 邻 点 ,如 果 其 中 有 一 点 是 非 饱 和 点 ， 
那么 就 得 到 了 一 条 增 广 路 ,不然 ,; 在 M 中 它们 也 
有 相配 对 的 结 点 ,wz，"…，w。 这 种 过 程 叫 交 互 
树 的 生长 过 程 。 非 饱和 点 w 称 为 根 。 , 

假定 在 离 根 x 的 距离 为 偶数 的 两 个 结 点 u 图 9 
和 wj 亦 是 相 邻 接 的 , 那么 加 入 边 (ui;, uj) 就 构成 
了 一 个 奇 回路 。 比 如 图 5. 9 中 加 入 (aa ,wz) 就 会 形成 冰 回 路 Gai yws ov02 ow 01) ;加 入 (uswa) 
会 形成 奇 回路 Cu snus Ua rt Vi sul ,Vs), 

定义 5.4.1 在 交互 树 生长 中 , 若 存 在 2 十 1 个 结 点 的 奇 回路 习 , 其 中 有 上 条 边 属于 
匹配 M， 旭 称 C 是 关于 匹配 M 的 一 个 树 上 秦 ，C 中 唯一 的 非 侈 和 点 wo 称 为 花 基 。 

比如 上 面 两 个 树 花 中 ，u 和 和 x 分别 是 花 基 。 

定理 5.4.1 树 花 上 的 任意 一 点 到 根 w 都 存在 距离 是 偶数 的 交互 道路 。 

证 明 : 由 前 述 交 互 树 的 生长 这 程 , 花 基 到 根 的 距离 是 侦 数 , 而 树 共 是 一 个 奇 回路 , 其 
中 任 一 点 侧 花 基 都 有 两 条 道路 。 其 长 度 是 一 个 为 奇 ， 另 一 个 是 偶 。 因 此 定理 得 证 。 

定理 5.4. 1 说明 树 上 花 上 的 任意 结 点 ， 恕 果 它 有 非 
饱和 的 未 查 邻 接点 wx， 那么 一 定 存在 ww 到 w' 的 增 广 
路 。 

例 5.4.1 设 放 = {Cyv3) ,Corve)s tvsyv1)}) 是 
图 5. 10 的 一 个 匹配 , 若 从 非 饱 和 点 w 开始 找 增 广 路 ， 
则 《ozzyzsyostnyus) 是 一 条 (on verv3 rv Ue ?VI Us 
9) 也 是 一 条 。 其 中 ms 到 mm 都 存在 情 长 的 交互 道 。 
但 如 果 删 去 (syv) ;那么 vw 到 mm 就 不 存在 偶 长 的 路 ， 


» Oo *» 


也 就 不 会 有 mm 到 wm 的 增 广 路 了 。 

爱 德 蒙 茨 (Edmonds) 最 先 给 出 了 最 大 基数 匹配 的 算法 ,在 其 算法 中 一 旦 产生 了 树 花 ， 
就 用 一 个 新 结 点 代替 这 个 树 花 中 的 全 部 结 点 。 这 个 新 结 点 称 为 伪 点 ， 原 图 中 凡 与 该 树 花 
中 某 个 结 点 邻接 的 点 ， 现 在 都 与 该 伪 点 相 邻 。 这 样 得 到 了 一 个 导出 图 。 只 要 找到 一 个 树 
花 ， 这 个 过 程 就 将 重复 。 

如 昌 企 最 终 的 导出 图 中 仍 没有 增 广 路 , 这 就 意味 着 原 图 GG 关于 非 饱 和 点 ( 根 ) w 不 存 
在 任何 增 广 路 ， 假 如 在 某 个 导出 图 中 找到 了 一 条 增 广 路 ， 就 意味 着 原 图 C 存在 与 之 对 应 
的 增 广 路 ， 当 然 如 果 有 伪 点 ， 和 需要 把 它 先 展开 成 树 花 ， 然 后 才能 找到 真正 的 增 广 路 。 当 
对 所 有 的 非 饱 和 点 x 都 进行 了 上 述 判 断 和 修改 后 ，M 就 是 最 大 基数 匹配 。 

Edmends 算法 需要 对 树 花 进行 收缩 和 展开 , 它 的 计算 复杂 性 是 Octn')。 和 宝 
《Gabow) 提 出 一 些 技术 ， 避 免 了 树 花 的 收缩 和 展开 操作 ， 从 而 使 计算 复杂 性 改进 为 
Of ,我 们 重点 介绍 Gabow 算法 。 

令 图 G 有 2 个 结 点 ma 条 边 , 结 点 的 编号 为 1 到 =, 而 边 的 编号 为 十 2, ne 十 4，*"*，n 
十 2 ， 边 (zy) 的 编号 记 为 N(x1y)。 

EN 是 一 个 数组 。 如 果 边 (v，w) 的 编号 是 & (一 2 十 22) 那么 EN(& 一 1)==v,EN 
{ 龙 ) 二 tw。 

数组 MATE 存放 匹配 的 边 , 如 果 MATE(v)==w,MATE(w) 一 v ,那么 边 (v,w) 在 逻 
配 MM 中 。 

在 从 非 饮 和 点 w 开始 找 交 互 道 时 ，, 结 点 v 称 为 外 点 , 当 且 仅 当 x 到 wv 的 距离 是 偶数 。 
否则 称 为 内 点 。 很 清楚 ， 当 交互 道路 PC(w) 从 v 向 w 回溯 时 是 从 一 条 匹配 边 开始 的 , 亦 即 
若 PO9)=Gv vig2) ;那么 边 (wv4v1) 蚌 匹配 边 。 

如 果 一 个 非 饱 和 点 w'( 关 &) 与 某 个 外 点 相 邻 ， 那 么 就 得 到 了 一 条 增 广 路 

Cu x Pv) = Ca vv ) 
其 中 * 表示 联接 。 假 如 找 不 到 这 样 的 边 (u,v) ,那么 不 会 处 于 一 条 增 广 路 上 。 

LABEL 是 一 个 4 维 向 量 , 为 每 个 结 点 提供 一 个 存储 单元 , 每 个 外 点 vw 可 以 用 它 来 寻 
找 一 条 交互 道路 Plv)。 

最 初 对 非 饱 和 点 x 有 一 个 初始 标号 ，LABEL (za) 一 0。 这 时 的 交互 路 是 P(w) 二 wu。 

结 点 标号 ,如果 LABEL(v)=i, 1 所? 仿 n, 称 结 点 vw 有 结 点 标号 , 此 时 说 v 是 个 外 点 ， 
LABEL (vw) 是 另 一 个 外 点 的 结 点 号 ,交往 道路 Plv) 定 义 为 (wv,MATE(v)) x PC(LABEL 
{©)), 

边 标 号 。 如 果 LABEL(v)==n 十 2 ，1 扫 i 委 m， 称 % 有 一 个 边 标号 ， 此 时 vv 也 是 一 个 
外 点 ,LABELt{v) 蚌 连接 两 个 外 点 ,比如 x 和 3 的 边 号 , 即 LLABEL(v) 一 NCr,y)。 它 表 
明 外 点 口 到 根 * 的 偶 长 交互 路 PCv) 必 须 经 过 边 (r,y) ,这 时 Plw) 可 以 用 P(r) 和 PCy) 来 
表示 :如果 外 于 P(r) 上 , 令 PCrsv) 表 示 从 z 沿 Ptr) 到 wv 的 部 分 路 径 , 那 么 Pltv)==P” 
(rzv)¥%* PCy), 其 中 了 (zy) 表示 P(x,v) 的 道 向 。 

LABEI.(v)<<0 表示 wv 不 是 外 点 。 最 初 全 部 结 点 都 看 作 是 内 点 ,并 且 LABEL(") 的 奔 
值 均 为 一 1。 

数组 FIRST , 如 果 % 是 一 个 外 点 , 则 FIRST(w) 是 Plv}) 中 的 第 一 个 内 点 ,如 果 必 是 内 


和 有 人。 


点 , 则 FIRST(v)==0。 

数组 OUTER 用 来 存储 在 搜索 增 广 路 时 遇 到 的 外 点 。 

Gabow 算法 由 下 述 三 个 过 程 组 成 : PROC-EDMONDS，PROC-LABEL 和 PROC- 
REMATCH 。 

PROC-EDMONDS 是 主 过 程 , 它 从 每 一 个 非 饱 和 点 开始 搜索 一 条 增 广 路 。 它 扫描 图 
G 的 边 , 决定 标号 欧 赋 值 。 当 恰 测 到 一 条 增 广 路 后 ,调用 过 程 PROC-REMATCH, 该 过 
程 将 获得 比 癖 匹配 多 一 条 边 的 新 匹配 。 如 果 产 生 树 花 , 即 扫 措 到 两 个 外 点 zx， y 之 间 的 一 
条 边 〈z，?) 时 ， 将 调用 过 程 PROC-LABEI。 它 将 进行 下 述 处 理 ， 

1, 变量 JOIN 的 值 置 为 花 基 结 点 , 即 路 径 P (z) 和 已 (y) 的 第 一 个 公共 点 的 标号 。 

2. P(r) 和 Ply) 中 JOIN 之 前 的 全 部 内 点 , 即 树 花 中 的 全 部 内 点 都 改 为 外 点 。 它们 都 
赋值 以 边 标 号 N(xz,y), 它 指明 凡 经 过 这 些 结 点 的 侦 长 交互 道 都 必须 通过 边 (x，y)。 

3. 树 花 中 全 部 内 点 的 FIRST 值 都 置 为 JOIN。 

以 下 详细 描述 Gabow 的 最 大 基数 匹配 算法 。 


PROC-EDMONDS 

E90.《 初 始 化 ) 将 G 的 结 点 编号 为 1 到 2 边 编 号 为 ?十 2,2 十 4 yn 十 2m. 附加 一 个 

结 点 0, 对 0<i 委 nm , 置 LABEIL(D) 一 一 1，FIRSTC) 一 0，MATE(C) 一 0，x 一 0。 

( 找 一 个 非 饱 和 结 点 ) 置 =w 十 1, 车 wn 则 结束 ， 此 时 MATE 包含 了 一 个 最 

太 基 数 还 配 。 否则 车 w 是 饱和 点 , 转 E1l。 若是 非 饱 和 点 , 把 x 送 入 数组 OUT- 

ER， 置 LABEL(e? 一 0。 

E2, (选择 一 条 边 ) 用 广 探 法 选择 一 条 尚未 检查 的 边 ‘xz，y)， 其 中 x 是 外 点 。 如 果 
不 存在 这 样 的 边 ， 转 E7。 

E3.《 找 到 一 条 增 广 路 ) 如 果 (天 zx) 是 非 侈 和 点 ,调用 PROC 一 REMATCH, 转 E?。 

E4. 【形成 树 花 ) 如 果 y 是 外 点 ， 调 用 PROC 一 LABEI.， 转 E2。 

E5. 〔〈 赋 结 点 标号 ) 党 w= 二 MATE (yy), 若 "是 外 点 , 转 E6; 若 "不 是 外 点 , 署 LABEL 
{vw 一 上 ，FIRST(o 一 y， 并 将 5 存 人 OUTER 数组 ， 转 E6。 

E6， (得 到 十 一 条 边 ) 转 下 2。 

E?. (停止 搜索 ) 凤 1ABFI.( 门 = 一 10 0 所 i 坊 n， 转 El。 


El. 


一 


PROC-LABEL 

L0.《〈 初 始 化 ) 置 r 二 FIRST(x), s 二 FIRST(y), 车 r=s 转 1.6。( 此 时 桂花 中 没有 内 
点 ) 否则 给 7 科 ; 标记 。(Ll 和 和 2 是 寻找 Ptx} 和 Ply) 的 JOIN)。 

Ll, 若 s 闫 0， 交换 r 和 ;。 

1.2. 置 r 一 FIRST (LABEL (MATE (r))) (r 是 P(x) 或 Piy) 中 下 一 个 内 点 ), 车 
r 未 标记 ,给 + 标记 并 转 Li。 

L3. (z+ 和 JOIN 以 及 yy 和 JOIN 间 的 内 点 都 标 以 N(x,y)), 置 v= 二 FIRST(zx) 并 转 
L4: 轩 v 二 FIRST(y) 并 转 14， 转 L5。 

L4. 标记 内 点 v) 若 v 了 关 JOIN, 置 LABEL(v) 一 NCr,y)， FIRST(v) 一 JOIN, 并 将 

= 10] * 


v 送 入 数组 OUTER。 泗 w=FIRST(LABEI (MATE(v)))。 恒 复 14 直至 v= 
JOIN， 返 回 L3。 
L5， (修改 FIRST) 对 每 个 外 点 i， 如 果 FIRST(2y 是 外 点 ， 置 FIRST(D)=JOIN。 
L6. 〈 边 标记 结束 ) 返回 。 


PROC-REMATCH 
R0. 《得 到 一 条 增 广 路 ) 计算 已 Cz? 如 下 ， 
1. 著 了 有 一 个 边 标号 Nie ,ww)， 则 计算 PCwv}y 和 Plw)。 如果 xz 处 于 了 (vw) 之 中 ， 则 
P(r)=P (vz) # Plw), 
否则 
Pir)y=P (tw, x) x Plv), 
2. 车 x 有 -~ 结 点 标号 ， 则 
Plz)=(x, MATE(Cz)) x P(LABEL()), 
增 广 路 径 P, 是 
已 . 一 (yy* P(r), 
R1， 《修改 匹配 ) 令 M=MO@P,， 收 改 MATE 数组 ， 返 回 。 
例 5.4.2 对 图 5.11， 设 初始 匹配 由 其 中 粗 线 边 表 示 ，Gabow 算法 过 程 如 下 。 
首先 选中 一 个 非 饱和 点 10， 检 索 到 的 外 点 依次 是 10，16，13，1I1，2。 相 应 得 到 的 
以 10 为 根 的 交互 树 如 图 5. 12, 此 时 数组 LABEL 和 FIRST 的 值 如 下 表 所 示 ,DUTER 中 
包含 的 结 点 依次 是 10，16，13，11，2，6 和 9。 


ABEL 
—1 


当 从 结 点 12 向 前 搜索 时 ,检索 了 边 (12，6) ,得 到 树 花 (13，5，12，6，8)， 此 时 
LABEL 和 FIRST 变化 如 下 : 
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LABEL (5) 一 LABEL (8) =N (12，6)， 
FIRST (i) 一 1， i=5, 12, 6, 8, 
结 点 5 和 8 现在 进入 OUTER 数组 。 

接 善 , 当 从 结 点 6 搜索 时 , 检索 到 边 (6，5)， 由 于 它们 的 FIRST 信 相 同 ， 即 已 在 一 
个 树 花 内 ， 所 以 不 产生 任何 变化 。 于 是 再 从 结 点 9 检索 ， 查 到 边 〈9，5) ， 得 到 另 一 个 树 
花 (9,，7，11，4，16，1，13，8，6，12，5，9)， 再 次 改变 LABEL 和 FIRST 中 这 些 结 
点 的 值 如 下 ， 


现在 数组 OUTER 让 全 人 的 结 上 依次 是 1 10，16，13，11，2，12，6，9，5，8，1，7? 
和 4， 继 续 检 查 9 以 后 的 结 点 ， 对 结 点 5 和 8 的 检查 没有 产生 新 的 结 点 进入 OUTER, 但 
查 到 1 时， 出现 了 边 (1,15), 其 中 15 是 非 饱 和 点 ， 即 找到 了 一 条 增 广 路 ， 这 条 道路 是 
(15) * P(1), 
这 时 通过 步 又 R0 计算 P(1), 结 点 1 的 LABEL 值 是 N(9,5), 因 此 需要 知道 PC9) 和 
P(5) ,而 对 结 点 5，LABEL(5)= 二 和 (12,6), 所 以 又 要 知道 P(12) 和 和 PC6)。 
结 点 12 有 结 点 标号 ， 所 以 
P(12) 一 (12,MATE(12))# P(LABEL(12)) 
=(12,5) * P(13) 
一 (12,5) * (13,MATE(13)) * P(LABEL(13)) 
一 (12,5,13,1) * P(16) 
一 (12,56,13,1) * (16,MATE(16)) * PCLABEL(16)) 
一 (12,5,13,1,16,3,10)。 


P(6) =(6,8,13,1,16,3,10), 
P(9) 一 (9,7,11,4,16,3,10)。 
因此 结 点 5 处 于 P(12) 上 。 
P(5) 一 (P-:(12,5)) * PK6) 
={5,12) # (6,8,13,1,16,3,10) 
一 (5,12,6,8,13,1,16,3,10) 。 
结 点 1 处 于 P05), 所 以 
P(1) =P-1(5,1) * PO9) 
=(1,13,8,6,12,5,) * (9,7,11,4,16,3,10, 
=(1,13,8,6,12,5,9,7,11,4,16,3,10), 
从 增 广 路 (15) * 已 (1) ,我们 可 以 得 到 G 的 更 大 匹配 (5,1), (13,8),(6,12), (5,9)， 
(7,11) ,4,16) ,35100) 各 (14,2) ,实际 上 它 已 经 是 最 大 匹配 。 


类 似 地 
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5.5 网 络 流 图 


定义 5.5.1 一 个 运输 网 络 N (或 称 网 络 流 图 ) 是 一 个 没有 自 环 的 有 向 连通 图 。 它 
满足 

1. 只 有 一 个 负 度 为 零 的 结 点 ，， 称 为 源 。 

2, 只 有 一 个 正 度 为 零 的 结 点 1:， 称 为 汇 。 

3, 每 条 边 (i, 亡 都 有 一 个 非 负 实数 权 cr， 称 为 该 边 的 容量 ,如果 结 点 i 到 了 没有 边 ， 
则 ci 二 0。 

这 种 网 络 可 以 看 成 某 种 产品 从 产地 * 通过 不 
同 的 道路 可 达 销 地 ， 边 的 容量 表示 沿 这 条 边 最 多 
能 通过 的 量 。 图 5. 13 就 是 一 个 网 络 流 图 。 

在 网 络 流 图 六 中 ,如 果 每 条 边 6 都 给 定 一 个 
非 负 实数 f/;;， 满 足 


1 fijijs ejEN, 
2, 2 f= 2 广 ， 1 
3 fi fw 


那么 这 一 组 fi 就 叫做 该 网 络 的 容许 流 ,w 称 为 它 的 流量 。 在 网 络 N 的 一 个 容许 流 分 布 f 
里 ,满足 万 一 cv 的 边 称 为 饱和 按 ， 否 则 是 非 亿 和 边 。 如 果 一 个 容许 流 分 布 使 得 网 络 的 流 
量 ww 为 极 大 ， 即 


就 说 rw 是 网 络 的 最 大 流 。 

对 于 多 产地 多 销 地 的 网 络 ， 可 
以 再 增加 一 个 超 发 点 so 和 超收 点 
tos 增加 若干 条 边 (so0, $7 和 Cj, 
to) ,其 中 5,6 分别 是 每 个 产地 各 销 
地 ,同时 边 (s。，si) 的 容量 是 的 
生产 能 力 , (#), 6) 的 容量 是 z 的 销 
售 能 力 。 这 样 就 得 到 了 一 个 网 络 流 


图 ， 即 单 源 单 汇 的 图 。 如 图 93, 14 所 图 5.14 
定义 5.5.2 设 3 是 网 络 流 图 NN 一 (V,E) 中 的 一 个 结 点 集 ， 满 足 
l, sES, 


2. 1ES, 5S=F—S, 
则 多 部 有 向 边 (i， 让 ,iES，jES， 的 集合 称 为 NN 的 一 个 割 切 ， 记 为 (S$, 5)，(S， 
S) 中 各 边 的 容量 之 和 称 为 该 割 切 前 容量 ， 记 为 C (S$，5)， 即 
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CS,5S)= >， oo 
一 般 情 况 下 ， 不 同 的 割 切 有 不 同 的 割 切 容量 。 
例 5.5.1 图 5.13 中 , 令 S={5)s 则 tS,3) 一 {sya) yyc) ,Gd)),C(S,5)==6, 今 
S= {65c}), 则 CS,S)= {ab ,Cesb), erd), (cst) sad) C0 ,5S)=11, 
阅 络 的 流量 与 害 切 容量 之 间 存 在 下 述 关系 。 
定理 5.5.1 网 络 的 最 大 流量 小 于 等 于 最 小 的 哲 切 容量 ， 即 


maxw < minC (Ss,S)., 
证 明 ; 设 f 是 给 定 网 络 的 任 一 容许 流 分 布 ， 由 容许 流 的 性 质 
2 fs 一 切 。 (1) 
Df) 0 in jEV, (2) 


任 给 一 个 割 切 (S$S，S)， 满足 :€5，tE5 由 (1),(2) 式 
2 fsi— fn) 一 也， 


i 
jE 


亦 即 
2 Fi— fa) 十 DV Fs — fi) 一 Wo 
党 总 
其 中 
> (及 四 fi) 一 0， 
因此 
> (及 一 fi) 二 TW, 
iEs 
由 于 jE 
0 fi fifi fs 
所 以 


w= FFE DFE De = CS,5). 
jEE jEB jE 

由 于 容许 流 分 布 与 割 切 (S$，3) 的 任意 性 ， 因 此 定理 得 证 。 

如 打 网 络 的 容许 流 并 不 是 最 大 流 , 就 一 定 存 在 着 从 * 到 上 的 增 流 路 径 。 怎 样 的 路 径 才 
是 增 流 路 径 呢 ? | 

令 5 二 i，*…， 太 ;是 一 条 s 到 :的 路 径 P,， 其 中 每 条 边 的 方向 都 是 从 i 到 ,1， 
称 为 向 前 边 、 如 果 这 条 路 径 上 每 条 边 ei 都 有 fi 过 ci;， 那 么 今 $= min (ei 一 fi ， 这 时 邻 
p: 每 条 边 的 流 都 增加 ,结果 仍然 是 网 络 的 容许 流 分 布 , 但 流量 比 先前 增加 了 3.。 例如 图 
5,15 表示 在 网 络 N 中 某 个 容许 流 分 布下 的 一 条 已, 道路 , 它 全 部 由 向 前 边 组 成 ,其 中 每 条 
边 有 两 个 权 值 (a，6) ，a 表示 其 容量 , 总 表示 它 当 前 的 流 。 显 见 该 道路 上 8=1， 即 沿 这 
条 ;一 : 道路 网 络 的 流量 最 多 可 增加 1， 

除了 全 部 由 向 前 边 组 成 的 增 流 路 径 之 外 , 还 可 以 有 包含 身后 边 的 谱 流 路 径 P。， 在 这 
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种 路 径 中 , 要求 向 前 边 ev 满足 fij<<cjy， 向 
后 边 er 满足 方 六 0, 如 图 5. 16 所 示 。 设 P。 
的 全 部 向 前 边 ej 中 ， 0 =min CeO— fr) 全 
”部 向 后 边 ej 中 ，654 二 minfis， 再 令 和 一 min 
《81 ,人 5), 那么 也, 中 可 增加 流量 5。 比如 图 
5. 16 的 3 一 1, 在 这 条 道路 上 的 增 流 过 程 是 图 5.16 
这 样 的 : 汇 点 上 的 流入 量 增加 1 是 从 i 获 
得 ,i 要 保持 流 的 守恒 ， 应 使 六 :增加 1# 而 的 守 便 是 由 六 少 供应 za1 个 单位 流 而 得 到 
保证 , 因此 增 流 路 径 中 的 向 后 边 ej 一 定 要 fi 之 0, 这 时 由 于 is 少 供应 1， 因此 只 有 从 纪 
多 索取 1 才能 保持 守恒 。 

在 网 络 流 图 中 只 存在 上 述 两 类 增 流 路 径 。 

例 5.5.2 图 5.17 中 ， 如 打 最 初 流量 志 ==0， 第 一 条 增 流 路 径 可 以 是 (s, c, b, 1), 
它 全 部 由 向 前 边 组 成 ， 5 一 2， 因 此 可 增 流 2， 这 针 边 (s，c)，(e, 0 的， 避 ， 汪 的 流 都 是 
2， 其 余 边 均 为 0， 这 是 一 个 容许 流 分 布 。 此 时 还 存在 另 一 条 增 流 路 (3, a，, b, c,d，, #)， 
其 中 (ec, 6&) 是 向 后 边 ， 产 =2， 其 余 边 都 是 向 前 边 ， 满 足 所 <cs， 这 条 路 上 8 一 1， 因 此 
增 流 之 后 得 到 图 5. 18。 其 中 边 〈c, 68) 的 流 为 1， 这 仍然 是 一 个 容许 流 分 布 。 此 时 网 络 中 
已 不 存在 任何 增 流 路 径 。 所 以 最 大 流量 是 wo 二 3。 


图 5.17 图 5.18 
定理 5. 5.2 网 络 流 图 六 中， 其 最 大 流量 等 于 其 最 小 割 切 的 容量 。 即 
maxw = IninC tS ,Ss), 
证 明 : 设 网 络 的 一 个 容许 流 分 布 了 已 使 得 该 网 络 的 流量 达到 最 大 ， 确 定 一 个 割 切 
CS，S) 如 下 : 
l. s€S, 
2， 若 zxE5S,(zy) 是 向 前 边 且 这 csyy 则 yES。 若 2zE5,(y,z) 是 向 后 边 且 万 -> 
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0, 则 yES。 此 时 , 必 有 :! 咎 3, 否则 存在 * 到 * 的 一 条 增 流 路 径 , 与 是 最 大 流 分 布 矛 盾 。 因 
此 5 关外 ,根据 上 述 定 义 ,对 任意 满足 xzES,yE5 的 边 (x,y), 车 (zx,y) 是 向 前 边 , 必 有 f;， 
一 cy 车 (y,x) 是 向 后 边 , 亦 必定 f,: 一 0, 由 定理 5. 5. 1,maxzw 魏 minC(S,5), 但 此 时 的 六 
量 zg 又 满足 

w 一 之 (fs — fy) = De 一 CS)， 


ye yED 
” 亦 即 


max w = min CS ,5), 


5.6 Ford-Fulkerson 最 大 流标 号 算法 


福特 和 富 尔 克 逊 (Ford and Fulkerson) 最 先 给 出 了 计算 运输 网 络 最 大 流量 的 标号 算 
法 ， 它 以 定理 5. 5. 2 为 基础 ， 包 含 了 两 个 过 程 。 

任意 给 定 了 网 络 的 一 个 容许 病 分 布 了 后 ， 第 一 个 过 程 称 为 标号 过 程 ， 它 给 查 网 络 中 
是 耕 存 在 关于 了 的 增 党 路 径 。 如 果 不 存在 , 则 由 定理 5. 5. 2, 此 时 的 了 是 最 大 流 分 布 , 其 
流量 um 为 最 大 流 。 知 则 , 在 标号 过 程 中 最 后 能 标 到 结 点 上 即 存在 * 到 :的 增 流 路 径 , 这 
时 便 进入 第 二 个 过 程 : 增 流 过 程 。 在 增 流 过 程 中 , 将 确定 一 条 * 到 上 的 增 流 路 并 修正 这 条 
路 上 的 流 。 得 到 新 的 容许 请 分 布 户 ， 再 继续 执行 标号 过 程 。 

在 标号 过 程 里 ， 每 个 结 点 wv 都 有 一 组 标号 (d,,5,) ,ds 表示 在 标号 过 程 里 结 点 ”是 因 
为 哪个 结 点 才 得 到 标号 的 ， 它 也 表示 标号 的 方向 ， 即 是 正 向 的 还 是 反 向 的 。 如 果 mv 得 到 
标号 ， 就 表明 网 络 里 存在 一 条 * 到 v 的 增 流 路 径 已 ， 其 最 大 的 增 流量 是 义 。 

在 标号 时 ， 首 先 对 源 ; 标 以 (一 ,oo), 其 中 4, 的 值 无 关 紧 要 ， 则 标号 规则 是 ; 设 e 是 
连接 w 和 ww 的 边 , 假定 z 已 经 标号 ， 侧 vw 尚未 标号 。 

正和 启 标 号 ; 如 果 e 二 (uyv) 且 fle)< 之 cte》, 则 标号 方向 为 正 ,v 得 到 标号 (ut ,6,) ,其 中 

6, = min{($, ,cle) — fle)), 
反 向 标号 ， 如 果 e==(w,w) 且 Fe) 盖 0, 则 标号 为 负 ,z 得 到 标号 (x ,5,) ,其 中 
全 一 minf 人 ,re))。 

在 标号 过 程 中 , 每 个 结 点 最 多 进行 一 次 标号 , 最 终结 点 上 或 者 能 得 到 标号 , 或 者 无 法 
得 到 标号 。 

如 果 z 得 到 标号 ， 那 么 由 标号 规则 可 以 确定 一 条 = 到 上 的 增 流 路 径 Pv,， 它 可 以 增 流 
5.。 在 增 流 过 程 里 利用 d, 可 以 回溯 检索 这 条 道路 P,, 同时 修改 每 条 边 的 流 ,得 到 新 的 容 
许 流 分 布 情 。 

Ford-Fulkerson 算法 描述 如 下 : 

S1, 在 给 定 的 网 络 流 图 中 任 选 一 个 容许 流 分 布 ,可 以 令 N 中 每 条 边 e, 都 有 J (e) 

一 0。 
S2. 《标号 过 程 开始 ) 给 S 标号 〈 一 ，co)。 
S3. 如 果 存 在 一 个 未 标 结 点 w， 它 可 以 通过 正 向 标号 或 反 向 标号 得 到 标号 , 则 标 之 并 
转 S4， 和 否则 转 S7 。 
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S4. 如 果 "一 上 转 S5， 否 则 转 S3。 
S5.《 增 流 过 程 开 始 ) , 设 v 的 标号 是 (4d,,5,)。 
1. 若 d, 一 w+ ， 则 使 Fo) 一 Fo) 十 及。 
2. 若 qd, 二 wu ”， 则 令 f(vyw)= 了 (vyu) 一 站 。 
S6, 如 果 4 二 s， 删 去 全 部 标号 并 转 S2， 否 则 令 v=wu， 转 8S5。 
S7. (此 时 了 已 是 最 大 流 分 布 ) 结束 。 
下 面 举例 说 明 这 个 算法 。 
例 5.6.1 图 5.19 是 一 个 运输 网 
络 N ,每 条 边 e 都 有 两 个 权 , 依次 是 c(e) 
和 fte) ,最初 N 中 每 条 边 e 都 是 Fe) = 
0, 亦 即 流量 刘 =0。 开始 标号 时 结 点 s 为 


gats3) (ds0} 由 (e+y3) 


(一 :eco) ,之 后 依次 给 结 点 a，5,，c，d 和 500 der,2) 
1 的 标号 , 结果 如 图 所 示 。 此 时 标号 过 程 和 

结束 。 在 增 流 过 程 中 我 们 将 确定 增 流 路 图 5 19 

径 Ps 并 修正 容许 流 /。 


由 上 的 标号 刀 才 未 这 条 P, 路 径 中 :的 前 趋 是 6， 类似 地 ， 由 的 标 导 a 和 a 的 标号 
s* 可 知 这 条 路 径 是 


s—a—~b—ti, 


a tb 2 42) Bb (d+,2) 


elst 4) (2 0 dd (et,2) 


tay 《b) 


a st 1) 4,1) btatsl) 


Crt) /C22) dd 


(ey 
图 5.20 
而 且 所 有 的 边 都 是 向 前 边 , 每 条 边 的 流 都 增加 人 一 2, 这 时 网 络 流量 w= 二 2, 如 图 5. 20 
ta) 所 示 。 
删 去 所 有 标号 ， 从 S 开始 重新 标号 如 5. 20 (a)， 又 得 到 了 一 条 增 流 路 径 {s， c,d， 
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t)， 可 增 流 刘 二 2， 此 时 w=4。 

以 这 时 的 容许 流 分 布 为 基础 的 网 络 流 图 如 5. 20 (b》, 经 过 标号 过 程 又 得 到 一 条 增 流 
路 径 (s，c，5，a，d， 思 ， 示 时 边 (a， 4b) 是 向 后 边 ， 其 余 都 是 向 前 边 ， 这 时 向 前 边 的 
流 增 1 而 向 后 边 的 流 减 1， 结果 如 图 $5, 20 (lc)，w 一 5。 

再 从 3 开始 标号 , 结果 只 能 标 到 a,c, 6, 而 无 法 标 到 a 和 ,因此 不 再 存在 s 到 i 的 
增 流 路 , w= 二 5 便 是 网 络 的 最 大 流 . 令 得 到 标 导 的 结 点 属于 5S, 其 余 结 点 属于 本 , 此 时 (3， 
二 002) (ad) (eyd)},CCS,S) 二 5。 满 足 定理 5., 5.2。 


5.7 最 大 流 的 Edmonds-Karp 算法 


上 节 描 述 的 Ford-Fulkerson 标号 算法 中 ， 对 结 点 的 标号 顺序 是 任意 的 ， 或 者 说 如 果 
存在 的 话 ， 可 以 任意 选择 一 条 * 到 t+ 的 增 流 路 径 。 这 种 特点 ， 昌 然 有 时 会 邻 人 三 到 方便 ， 
但 同时 存在 很 严重 的 缺陷 。 

例 5.7,1 在 计算 图 5, 21 的 最 大 流 中 ， 采 用 标号 法 ， 可 
以 先 选 择 一 条 增 流 路 Pi 一 (s，a， 5b5，i)， 增 流 1， 再 选 一 条 
增 流 路 P:= (5，5，a， 四， 增 流 量 也 是 1， 然后 交替 选择 P， 
和 P:， 每 次 增 流量 都 是 1。 这 完全 符合 Ford-Fulkerson 标号 
算法 , 但 总 共 划 找 224 条 增 流 路 , 其 中 M 可 以 是 任意 正 整 数 。 
这 说 明 Ford-fulkerson 算法 的 计算 复杂 性 与 问题 的 规模 , 即 网 络 的 结 点 数 或 边 数 无 关 , 反 
而 依赖 某 些 任 选 的 参数 。 

不 仅 如 此 ，Ford 和 Fulkerson 也 指出 了 当 容 量 是 无 理 数 时 他 们 的 算法 可 能 失效 ， 并 
昌 举 了 一 个 例子 ， 说 明 算 法 经 过 无 限 次 才能 收 敏 。 

为 了 避免 上 述 问 题 ， 艾 德 莹 效 和 卡 普 《Edqmonds and Karp) 提出 了 一 个 严密 的 标号 
算法 ， 在 每 一 次 都 沿 一 条 最 短 的 增 流 路 增 流 。 所 谓 最 短 是 指 这 条 路 包含 的 边 数 最 少 。 显 
而 易 见 , 如 果 使 用 广 探 法 ,或 者 说 先 标号 先 检查 的 方法 找到 的 一 条 * 到 上 的 增 流 路 一 定 是 
最 短 的 。Edmonds 一 长 arp 算法 对 Ford 一 fulkerson 算法 的 改动 只 有 $3 和 S4。 

S3' 按 先 标号 先 检查 次 序 ， 选 择 标 号 最 早 但 尚未 检查 的 结 点 x。 

如 果 所 有 的 结 点 都 已 检查 ， 转 S7。 否 则 对 w 的 所 有 未 标 邻 点 vw， 如 果 能 通过 正 向 或 
反 向 标号 给 以 标号 ， 则 依次 标 之 ， 转 S4' 。 

S4' 如 果 上 得 到 标号 ， 今 "一 上 转 S5， 否 则 转 S3' 。 

Edmonds-Karp 算法 对 原 算 法 的 改动 虽 小 ， 却 发 生 了 质 的 变化 。 以 图 5. 21 为 例 ， 这 
时 只 有 :2 条 增 流 路 径 ， P= (sa,t) 和 P:= (s, b, 1), 分 别 增 流 M 后 即 达 到 最 大 流 
分 布 。 而 且 Edmonds 和 Karp 证 明了 ， 改进 算法 的 计算 复杂 性 与 边 的 容量 无 关 。 以 下 我 
们 证 明 这 一 结果 。 


5 
图 5.21 


设 了 是 网 络 N 中 容许 流 分 布 
Pp el 2 ee 全 
5 = | Ul Wy Wi—1 ui 1 | us 二 ft 
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是 一 条 增 流 路 。 并 令 


3 人 个 是 向 前 边 
”Lrcen) ea 是 向 后 边 
6.=mind,, 


这 时 一 定 存在 满足 不 一 65., 我 们 称 e; 是 该 道路 的 瓶颈 。 假定 标号 法 从 初始 流 分 布 fo 开 
始 ， 依 照 Edmonds-Karp 算法 依次 构造 容许 流 让 ，f，… 
如 果 向 前 边 e 是 一 条 增 流 路 P 的 瓶颈 ， 那 么 在 增 流 过 程 中 它 将 饱和 ; 如 果 这 时 * 是 
向 后 边 ， 则 .Fe 将 变 为 0， 显 然 可 导致 下 述 结论 。 
引 理 $.7.1 若 kps 且 癌 前 (后 ) 边 e 是 从 包 变 为 fi+( 以 及 fs 变 为 所 时 的 瓶 项 ， 
则 存在 !， 满 足 &< ZL<z， 向 后 《前 ) 边 e 是 从 i 变 为 fi4: 时 增 流 路 中 的 边 。 
令 X(u1D0) 表 示 方 中 从 x 到 wv 的 一 条 最 短 非 饱 和 路 名 长 度 ， 这 时 对 其 中 的 一 条 边 e， 
只 有 fle)<<cle), 它 才能 充当 向 前 边 ， 也 只 有 fi(e)>0 时 它 才 可 用 作 疝 后 边 。 
引 理 5. 7. 2 对 每 个 结 点 Dv 及 每 个 k=0, 1, 2 
Ms 0) MTS ,DY), 1) 
MD) ENT (YE), (2) 
证 明 : 首先 证 明 (1), 车 ;1 不 存在 s 到 ww 的 非 饱 和 有 路径， 就 令 ti(s wv) 二 co。 上 
式 成 立 。 现 假定 


Py oe 一 ez 


545 一 Mo 反 Ws 2 1 Up 一 ov 
是 fi 中 到 wv 的 一 条 最 短 非 饱 和 路 。 
如 果 e; 是 PP 中 的 一 条 疝 前 边 ， 最 然 有 Ai(e)<cfe) ,因此 或 有 (a)fite;)< 之 clei) ,或 
有 (Bfile)=ele,) ;此 时 €i 已 在 i 变 为 i 时 充当 了 增 流 路 中 的 向 后 边 。 
在 情况 la) 中 , 易 见 
MS) EN(s su) 1, (3) 
而 在 情况 (b) 里 
六 (So 一 六 人 6) 十 1。 
亦 满足 (3) 式 。 
类 似 可 证 ， 如 果 a 是 PP 中 的 一 条 向 后 边 ，(3) 式 成 立 。 
由 于 和 《5,40) 二 0, 因 此 对 i 二 1,2,*… ,PP,(3) 式 有 
M(s tp) Ep = Ns, v0), 
同 理 可 证 (2) 式 。 
引 理 5.7.3 在 采用 先 标号 先 检查 原则 求 网 络 的 最 大 流 时 ， 如 果 边 e 是 从 fi 变 为 
firi 时 增 流 路 中 的 一 条 向 前 (后 ? 边 , 园 时 也 是 fi 变 为 in 时 (过门 增 流 路 的 一 条 向 后 
(前 ) 边 , 则 有 
XCst) sf) 十 2。 
证 明 : 假定 e 是 从 «到 ww 的 边 。 由 于 是 中 的 一 条 向 前 边 ， 所 以 
Ms.0) = Psou) 1。 (4) 
义 由 于 e 是 扬中 的 一 条 向 后 边 ， 因 此 
。， 110，。 


NA(st) = Rlsyv) 十 1 十 4 人 ae)。 (5) 
根据 引 理 5. 7.2， 有 
Msst) Rg) + Cut) + 2 = Rt) 十 2。 
这 样 我 们 可 以 得 到 
定理 5.7.1 如 果 在 Edmonds-Karp 标号 算法 中 、 每 条 增 流 路 径 都 是 当前 最 短 的 增 
流 路 ， 则 网 络 中 的 增 流 路 不 超过 mn 十 2)/2 条 。 
证 明 ; 设 边 e 的 方向 都 是 从 “到 w， 一 个 容许 流 序 列 是 f4,，.fi，…，、 其 中 名 过 所 
…， 而 且 边 e 在 fi 中 是 向 前 边 瓶 颈 。 由 引 理 5.7.1， 存 在 另 一 个 序列 /1 ，i;，…， 满 足 
ki 


且 e 在 所 中 充当 向 后 过 。 
由 引 理 5.7.3 
Mist) + 2 M(t), 
同时 
(st) 2 As), 
因此 
Misst) + 407 ~ 1) SEM), 
由 于 
MG bs 一 1 ， 
Ms) 之 1 ， 
所 以 


| < 于 十 2 


~ 4 


即 e 作为 向 前 边 最 多 能 充当 瓶颈 (* 十 2)/4 次 ， 类似 地 它 作为 向 后 边 也 最 多 只 能 充当 瓶颈 
(2a 十 2)/4 次 ,因此 每 条 边 最 多 只 能 充当 (aa -+2)72 次 瓶颈 ， 由 于 网 络 中 有 m 条 边 ， 故 增 流 
路 径 最 多 有 m(n 十 2)/2 条 。 

定理 5.7.2 Edmonds 一 Karp 最 大 流 算法 的 计算 复杂 性 是 OCm2n)。 

证 明 , 使 用 先 标 号 先 检查 方法 找 一 条 增 流 路 径 最 多 检索 m 条 边 ， 由 定理 5.7.1 邯 
得 证 。 


5.8 最 小 费用 流 


前 面 讨 论 了 最 大 流 问 题 ， 当 时 没有 考 虚 每 条 边 通 过 单位 二 的 费用 。 本 节 我 们 将 考虑 
在 一 个 运输 网 络 中 , 如 果 往 条 边 都 有 其 容量 与 单位 量 费 用 , 怎样 从 源 : 以 最 小 费用 向 汇 : 
发 送 给 定 的 流量 ww。 

例 5.8.1 一 批 货物 要 从 工厂 运 至 车 站 , 可 以 有 多 条 线路 进行 选择 , 在 不 同 的 线路 上 
每 吨 货 的 运费 不 相同 ， 和 而 且 每 条 线路 的 运 货 能 力 有 限 。 这 时 怎样 运输 才能 使 运费 最 省 ? 

用 结 点 * 代表 工厂 , 上 表示 车 站 ， 线 路 为 边 ， 线 路 的 交点 为 网 络 的 结 点 ,每 条 演 都 有 
两 个 权 ， 容量 c 和 单位 费用 a， 于 是 构成 网 络 流 图 WwW， 问题 变 为 求 N 的 最 小 费用 流 ， 

例 5.8.2 一 个 旅游 社 接待 的 一 批 客 人 第 二 天 要 从 甲 地 飞 到 乙 地 ， 怎样 安排 才能 使 
旅费 最 省 ? 

这 也 是 一 个 最 小 费用 流 问 题 、 网 络 的 结 点 是 甲乙 两 地 之 间 的 各 个 机 场 ， 边 表示 第 二 
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天 的 各 个 航班 ， 其 容量 是 该 航班 的 有 效 座位 数 ， 而 费用 则 是 该 航班 的 机 票 费 。 
设 e= (i, 门 是 网 络 流 图 和 N 中 的 一 条 边 , cu 表示 该 边 的 容量 ,ax 表示 单位 量 的 费用 ， 
三 是 当前 该 边 的 流 ，w 是 要 求 从 s 到 :的 流量 。 于 是 最 小 费用 流 和 问题 可 以 描述 如 下 : 


min 2 aifi;o 
约束 条 件 
0 委 太 < 委 5 
2 = 2 fr, i slo 
2 fs 一 之 广 = Wo 


最 小 费用 流 问 题 的 一 个 好 的 有 效 算法 是 瑕 鲍 (out of kilter) 算 法 , 它 是 Ford 和 Fulk- 
erson 首先 提出 来 的 。 由 于 需要 线性 规划 的 知识 , 因此 这 里 不 再 介绍 。 我 们 只 讨论 一 种 直 
观 的 但 常常 是 有 效 的 计算 方法 。 

如 果 我 们 把 费用 看 作 是 该 边 的 长 度 , 那么 寻找 一 条 从 5 到 上 的 最 短 的 增 流 路 , 它 的 费 
用 增长 得 也 就 最 小 。 如 果 最 后 的 流量 达到 w， 这 时 的 总 费用 一 般 应 是 最 小 。 

最 小 费用 流 算法 简单 描述 如 下 : 

1. 初始 流 分 布 广 使 每 条 边 e。 都 为 f(e)==0, 亦 即 ww 一 0。 

2. 在 当前 的 容许 流 分 布 二 修改 各 边 〈i， 旋 的 费用 ai ， 


Qi 一 Gis 0 fi < iio 
Aaj = oo， 太一 corn 
Qi 一 一 Cj fi>0。 


3, 以 好 为 边 长 ， 找 一 条 从 了 到 上 的 最 短 增 流 路 ， 得 到 增 流量 信 。 

4. 车 名 十 wo 之 ww， 则 台 一 tww 一 wo， 转 5， 结束 。 否 则 转 5， 转 2。 

5. 增 流 过 程 。 由 6 修改 容许 流 ， 返 回 。 

算法 中 的 增 流 过 程 与 最 大 流 算法 是 一 样 的 ， 最 短 增 流 路 可 以 完 求 其 最 短路 ,然后 再 
计算 他 


图 5.22 
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例 5.8.3 设 世 一 2， 5. 22 
(a) 中 每 边 的 两 个 权 分 别 是 sj， 和 
co5， 求 它 的 最 小 费用 流 。 

解 ， 初始 wo 一 0， 各 边 的 费用 
一 Qj PP 二 (soayb1t) 是 当前 的 最 
短 增 流 路 , 和 二 1, 故 wo 二 1, 容许 流 
分 布 如 5. 22C5), 每 边 的 第 3 个 权 
是 当前 的 容许 流 分 布 。 注 意 ， 当 边 
Cioj 了 52) 的 ij 之 0 时， 就 对 
应 存在 一 条 边 (j, 让 ,并 且 ij 一 一 
Qi CH= Cir fi=0。 这 时 再 求 s 到 
z 的 最 短 增 流 路 ,PP 二 (5,8,a,2t) ,1 
二 1，wo 一 2， 满 足 要 求 ， 因 此 最 终 
的 最 小 费用 流 分 布 如 图 5. 22(c)， 
最 小 费用 是 Za 一 16。 

最 后 再 介绍 一 个 多 源 多 汇 的 最 
小 费用 流 的 例子 。 

例 5.8.4 已 知 网 络 流 图 
5. 23 ,发 点 aa 局 均 可 供应 两 个 单位. 


者 2 
收 点 < 接收 1，e 接收 2 个 单位 , 求 
其 最 小 费用 流 。 

解 ; 增设 一 个 超 发 点 ;, 最 初 a 
一 0D cw 二 2; 44 一 人 0, cw 一 2; 增设 一 
个 超收 点 +， 初始 a 一 0; cs 二 1， a4 
一 fc 一 2.。 依 次 求 出 的 最 短 增 流 路 
是 P= (Cs .Byct) 6 =1i;w=1;P, 
= (sb ,ert)s HC—=1l, wo—=2; Pi= 
(sad scse) 0 一 1。w 一 3， 分 别 
如 图 5. 24(a) ,Cb), (ce) 最 后 的 流 分 
布 如 图 5.25，2Zai fi 二 15。 


{0,2,0) 


10) 


{0,2,1) 


b 


{a) 


(co ,22) 


4 
5， 210 
I (5,2,0) 
可 


图 5.25 
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习 题 五 


1. 已 知 二 分 图 ， 初 始 匹 本 是 M=={(ziyy1) (zy2))， 

2, 有 5 个 字符 串 bce. ed，ac，bd 和 abe， 能 否 用 其 中 
的 一 个 字母 代表 该 字符 串 并 且 不 产生 混淆 ? 如 果 可 以 试 给 
出 一 种 方案 。 

3. 证 明 ，22 个 结 点 的 树 中 最 多 只 存在 一 个 完全 匹配 。 

4. 设 图 G 的 结 点 是 由 所 有 0 和 1 的 下 元 组 所 组 成 , 且 
仅 当 两 个 下 元 组 有 一 个 坐标 不 同时 ,这 两 个 结 点 相 邻 ,这 种 
图 称 为 & 一 方 体 图 。 证 明 : 

(1) 一 方 体 图 是 有 2 个 结 点 上 ，2 条 边 的 二 分 图 。 

(2) 上 一 方 体 图 存在 完全 匹配 。 

5. 证 大 定理 5. 2. 2。 

6. 计算 : 

(1) Kx 中 的 不 同 的 完全 匹配 数目 。 

《2) As 中 不 同 的 完全 匹配 数目 。 


求 最 大 匹配 。 


J 
J 
Ty 为 
3 


Ts J 


题 图 5.1 


7. 由 0、1 元 素 组 成 的 矩阵 4 每 行 都 有 个 1 元素 , 每 列 上 元素 的 数目 不 超过 站 个 。 


癌 能 否 使 A=Pi+Pt "+P 成 立 ， 其 中 P; {i=1, 2， 
每 列 最 多 只 有 一 个 1 元? 


… ,上 &) 的 每 行 都 有 一 个 1 元 素 ， 


8. 6 位 教师 yy ，…，ys 给 4 个 班 x，，*…， zs 上课 , 课时 安排 由 下 表 给 出 ， 6; 表示 教 
师 yj 给 班 x; 每 周 上 课 的 学 时 数 。 已 知 教室 固定 , 问 能 否 都 安排 在 每 天 的 前 二 节 上 课 ? 试 


说 明理 由 。 
0 3 2 2 2 
coil?32320 
2 30223 
2 3 2 .32 
9. 已 知 利 猩 矩阵 ， 求 最 大 利润。 

5 4535 8] 
7 3666 10 
5 6 842 9 
1 7 6 8 3 2 
8 9546 7 
7 4 3 2 4 5] 

10. 若 上 表 晤 成 本 怎 阵 ， 求 它 的 最 小 成 本 。 


11. 求 图 的 最 大 流 和 最 小 割 切 。 


12. 网 络 流 图 ,发 点 5，s; 分 别 可 供应 10 和 15 个 单位 f 收 点 志和 二 可 以 接收 10 和 


25 个 单位 ， 求 最 大 流 分 布 。 
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13. 
、 绿 三 种 颜色 ， 证 明 以 下 两 种 情况 之 一 必然 出 现 : 

(1) 存在 一 条 由 黑色 或 红色 边 构 成 的 包含 ee 的 回路 C, C 中 所 有 黑色 边 的 方向 一 致 。 

(2) 存在 一 个 包含 e, 的 由 黑色 或 绿色 边 构成 的 边 集 4,G 一 4 分 成 二 个 结 点 集 了 .TV: 
《 设 其 中 :EV,)， 满 足 4 中 全 部 黑色 边 都 是 由 VV 指向 ;。 


14. 
' 求 图 的 最 小 费用 流 ， 设 zw 一 8。 
,编写 计算 二 分 图 最 大 匹配 的 程序 。 
.编写 计算 二 分 图 最 佳 匹配 的 程序 。 
， 编 写 求 最 大 基数 匹配 的 程序 。 
,编写 最 大 流 算法 程序 ， 

， 编 写 最 小 费用 流 算 法 的 程序 。 


是 图 5.11 题 图 5.12 
对 任意 一 个 网 络 流 图 N 增加 一 条 边 e, ,并 着 以 息 色 ,对 N 中 其 余 边 任意 着 以 黑 、 


由 上 题 结论 证 明 最 大 流 最 小 害 切 定理 。 
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第 六 章 图 的 连通 性 


6.1 割 点 、 割 边 和 块 


我 们 已 经 知道 ,有些 连通 图 移 去 了 一 条 边 或 一 个 结 点 就 变 得 不 连通 了 ,特别 是 树 , 移 
去 任何 一 条 边 或 任意 一 个 非 树叶 结 点 就 会 不 连通 ， 具 有 这 样 性 质 的 边 和 结 点 就 是 割地 和 
割 点 。 

定义 6.1,1 设 v" 是 G 中 的 一 个 结 点 , 如果 C 一 "的 连通 支 数 比 G 多 , 就 称 w” 是 C 的 
一 个 割 点 。 

根据 定义 ， 如 果 " 是 连通 图 C 的 一 割 点 ， 那 么 C 一 " 就 是 非 连通 图 。 

定义 6.1.2 G 最 大 的 没有 割 点 的 连通 子 图 称 为 块 。 

例 6.1.1 图 6.1 (a) 中 v 是 割 点 ， 它 有 3 个 块 ， 如 〈b) 所 示 。 注 意 x% 不 是 割 点 。 


(a) (by 


图 6.1 

以 下 分 别 讨论 它们 的 性 质 。 

定理 6.1.1 设 " 是 连通 图 G 的 一 个 结 点 。 则 下 述 件 质 等 价 : 

l1.2 是 G 的 一 个 割 点 。 

2. 存在 与 v 不 同 的 两 个 结 点 zx 和 w， 使 任 一 条 到 ww 的 道路 Pi 都 经 过 vo。 

3.V 一 v 可 以 划分 为 两 个 结 点 集 U 和 WW, 使 对 任意 结 点 xEZ 和 wEW, 结 点 v 都 在 
每 一 条 道路 Pi。 

证 明 : 

1=>>3 因为 口 是 割 点 ，G 一 "至少 有 两 个 连通 支 ， 设 以 是 其 中 一 个 连通 支 的 销 点 
集 ,，W 是 其 余 结 点 集 . 因此 品 和 W 构成 了 V 一 v 的 划分 。 由 于 任何 两 点 EU 和 wEW 
分 别 在 VY 一 v 的 不 同 连 通 支 中 ， 所 以 G 中 每 一 条 道路 Pw 必 过 结 点 0。 

3 一 >2 2 是 3 的 一 个 特例 ， 显 然 成 立 。 

2 一 >>1 因为 任 一 条 道路 Pi 都 经 过 wv, 所 以 了 一 " 中心 和 沁 之 间 将 不 存在 遭 路 ， 即 
G 的 连通 支 数 增加 ， 由 定义 6.1.1,， vv 是 G 的 割 点 。 

"1i6: 


定理 6.1.2 今 e 是 连通 图 G 的 一 条 边 . 下 述 性 质 是 等 价 的 ;. 

1.2 是 G 的 一 条 割 边 。 

2,e 不 属于 G 的 任何 回路 。 

3. 存在 4 的 结 点 w 各 ,使 e 尾 于 w 和 ww 的 任何 一 条 道路 Pw。 

和 .Ge 可 以 划分 为 两 个 结 点 集 忆 和 了 三, 使 得 对 任何 结 点 wEU 和 weEW, 在 G 中 道 
路 PP 都 经 过 e。 

证 明 ， 

1 一 泡 4 因为 是 割 边 ,由 定理 3.1.1,G 一 e 划分 成 两 个 连通 支 , 其 结 点 集 就 是 Z 和 
WW。 所 以 连通 图 G 的 任意 两 点 wEU 和 wE€W， 其 道路 已 .都 经 过 e。 

4 一 >>3 在 G 一 e 中, U 和 W 都 不 是 空 集 。 结 论 得 证 。 

3 一 >>2 由 于 x 和 zw 之 间 不 存在 不 经 过 e 的 任何 道路 ， 因 此 Pw 十 e 不 可 能 构成 回 
路 。 

2 一 >1 如 果 e 二 《wx，w) 不 是 制 边 ， 则 G 一 e 中心 和 之 间 仍 存在 一 条 道路 P。， 
Pw 十 e 便 构 成 了 一 个 包含 e 的 回路 。 

定理 6.1.3 设 G 是 至 少 有 3 个 结 点 的 连通 图 ， 则 下 述 性 质 等 价 : 

1.G 是 一 个 块 。 

2.G 的 任何 两 结 点 同属 某 一 初级 回路 。 

3.G 的 任何 一 个 结 点 和 任何 一 条 边 同 属于 某 个 初级 回路 。 

4.G 的 任何 两 条 边 同 属 某 一 初级 回路 。 

5. 给 定 两 个 结 点 wx、v 和 一 条 边 e， 存 在 一 条 包含 上 的 道路 P,,。 

6. 对 G 的 任意 三 个 不 同 的 结 点 ， 存 在 一 条 包含 它们 的 初级 道路 。 

7. 对 G 的 任意 三 个 不 同 揭 结 点 ， 存 在 一 条 只 会 其 中 两 点 而 不 含 第 三 点 的 道路 。 

证 明 思 路 如 下 : 

1 一 人 >2 令 wsv 是 GG 中 不 同 的 结 点 ,U 是 
G 中 能 与 zx 同属 某 一 初级 回路 的 结 点 集合 ， 若 w v 
U=V 即 得 证 。 假定 v 作 UU， 设 C 是 在 全 部 售 u 
的 初级 回路 C' 里 , 使 Po (wEC') 为 最 短 的 一 
个 回路 ， 如 图 6, 2 所 示 。 因为 G 是 所, 故 多 不 图 6.2 
是 割 点 ，uv 之 间 存 在 另 一 条 道路 P'= Pw 十 
Pw 十 Puw 十 Pwo。 如果 户 不 与 Pw 相交 , 易 知 & 与 v 同 在 某 个 初级 回路 上 .。 车 存在 这 样 
的 交点 w'， 又 易 见 w' 与 同 在 某 个 初级 回路 上 , 但 此 时 Py, 比 Pw 更 短 。 与 w 的 选择 巴 
盾 
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2 一 >3 设 w 和 (oo，zw) 是 G 中 任 一 结 点 和 边 ， zx 和 在 G 的 某 一 初级 回路 C 上 ， 
车 (ww) EEC， 命题 成 立 。 香 则 ， 因 为 wx 和 w 也 在 某 一 初级 回路 Ci 上 ,ww 是 C 和 各 忆 ' 的 
公共 点 ， (lv, w) 是 两 端点 分 别 在 C 和 C' 上 的 一 条 边 , 各 自选 择 C 和 C 上 的 一 条 道路 Pu 
和 Pm， 加 上 边 (zw，w)} 便 可 构成 一 个 初级 回路 。 

3 二 >4 与 上 述 证 明 类 似 。 
4 一 >>5 由 4, 显 见 任何 两 个 结 点 同属 某 一 回路 , 即 得 2, 由 2== 半 3, 设 w,v 和 e= 
“ 117 。 


(x，y) 是 任 给 的 结 点 和 边 ， 则 xz，e，v，e 分 别 在 同一 初级 回路 C, 和 CC 上 上 。eEcCtmC，。 
不 管 w，v 如 何 相 处 ， 此 时 一 定 存在 经 过 2 的 道路 了 ,.。 

5 一 >6 今 z,v,w 是 G 中 三 个 不 同 的 结 点 ,e 是 与 am 关联 的 一 条 边 , 则 G 中 存在 
包含 = 的 道路 P。,， 即 w 在 PP, 之 中 。 

6 一 >>7 由 6， 中 存在 包含 v 的 道路 P.， 显 然 共 中 的 道路 Pi 不 包含 包 。 

7 一 >1 因此 , 低 痉 G 中 任何 一 个 结 点 刀 ， 任 党 两 个 结 点 之 间 在 G 一 w 中 仍 存在 道 
路 ， 所 以 G 中 没有 割 点 ， 亦 即 它 是 一 个 块 。 


6.2 结 点 与 边 的 连通 度 


图 的 连通 度 推 广 了 荐 点 、 制 边 的 概念 。 一 个 连通 图 G 可 能 没有 割 点 和 割 达 ,但 当 移 
去 若干 个 结 点 或 若干 条 边 之 后 ， 它 就 成 为 不 连通 的 了 。 这 些 结 点 各 边 的 集合 就 叫 点 断 集 
和 边 断 集 。 

定义 6.2.1 连通 图 C 在 移 去 若干 结 点 之 后 鞋 少 分 为 两 个 连通 子 图 或 剩 下 一 个 孤立 
点 ， 则 这 些 结 点 的 集合 称 为 G 的 一 个 点 断 集 或 断 集 ， 记 为 4。 
并 称 

KKC) 一 mint |A|} 

为 断 量 。 其 中 $ 是 断 集 集合 ， 

定义 6.2.2 如 果 连 通 图 避 移 去 若干 条 边 之 后 变 为 非 连 通 的 ， 则 这 些 边 的 集合 称 为 
.局 的 一 个 边 断 集 ， 记 为 B。 并 称 

A(G) 一 min{!B|} 

为 边 断 量 ， 其 中 多 是 边 断 集 集 合 。 

显然 ， 若 < (G) = 二 1， 已 中 有 断 点 ! A (OG) = 二 1, C 中 有 割 迪 。 对 于 完全 图 K, 来 说 ， 
x (GY =A (G) 一 ?一 1。 

定理 6.2.1 连通 图 G 中， 有 

Kk(G) SAO) SFG), 

其 中 5 (G》 是 结 点 的 最 小 度 。 

证 明 ; 设 v 是 G 中 具有 最 小 谭 的 结 点 ， 显然 出 去 与 v 关联 的 这 6 〈C) 条 边 之 后 ，C 
将 成 为 非 连通 图 。 因 此 1 (G) 所 8 (G)。 以 下 再 证 x (G) 所 4 (G)。 设 B= {es ery *， 
a) 是 G 的 一 最 小 边 断 集 , G 一 B 至 少 有 两 个 不 连通 的 结 点 集 V ,Vs。 这 时 在 G 的 结 点 子 
集 V 中 删 去 与 ly For "ns ex! 相关 联 的 最 多 A—] 个 结 点 ， 并 在 V, 中 删 去 与 ea 相关 联 的 
一 个 结 点 之 后 ，C 将 不 连通 ， 亦 即 这 些 结 点 的 集合 4 便 构 成 了 的 一 个 断 集 。 因 此 
x (G) SA (G)。 

定 6.2.3 GG 是 连 递 图, 任 给 & 污 1, 当 x (G) 守 # 时 , 称 G 是 上 连通 图 。 4 (G) 六 
上 时 ， 称 为 边 连 遂 图 。 

例如 树 了 是 1 一 连通 图 , 也 是 1 一 边 连 通 的 。 初 级 回路 C 是 1 一 连通 的 , 也 是 2 一 连 
透 图 。 至 少 有 3 个 结 点 的 块 既是 2 一 连通 的 ， 也 是 2 一 边 连 通 的 。 
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定理 6.2.2 简单 连通 图 G 中 有 
x (G) < 轨 。 


证 明 ; ~ Sd (vi) ~ 2ms 
nd (OG) Eom, 


3 (Go aq 经 | 
再 由 定理 6. 2. 1 即 得 证 。 
该 定理 说 明 ， 对 一 个 简单 连通 图 ， 如 果 令 / (%&，n》 表 示 其 边 的 数目 ， 不等式 了 


(k,n) 涪 和 | 就 会 成 立 ， 


那么 是 否 存在 一 个 连通 图 能 恰好 满足 (k,n) -| 皇 | 呢 ? 哈 拉 里 (Hararry) 构 
造 了 这 类 的 图 、 并 证 明了 它们 满足 上 述 条 件 。 

哈 拉 里 的 构造 方法 如 下 ， 分 三 种 情形 ， 

1. 并 一 27。 

设 Gy,, 的 结 点 为 Toy Vis Nr Vals 车 i 一 jr 《mod n) 则 (vs Uj) EE, 
2, k=27 十 1， 且 n=21，, 
车 i 一 j 志 xr (mod wn) 则 (vw, vo) EE。 
车 i 一 j==! (mod nn), 则 (vw, vj) EE。 

3, k=27 二 1 且 2 一 2 十 1， 
若 ; 一 j/ 委 r (mod n)， 则 (vi, vj;) EE, 
车 i 一 j==L 十 ] (mod za)， 则 《wy，zw) EE。 

对 剩 下 的 一 点 w.， 令 vv 与 满足 :一 和 一: (mod n) 的 某 点 v; 相 邻 。 

例 6.2.1 由 哈 拉 里 的 方法 构造 的 一 些 图 如 图 6. 3。 

定理 6.2.3 由 附近 里 的 方法 构造 的 Gi 是 连通 的 。 

证 明 :; 只 需 证 明 x (G) 一 (G)。 令 4 个 结 点 分 别 是 0，1，…，n 一 1， 假 定 V' 是 
一 个 断 集 , 满足 17 |<9 (G), 设 i, ;分 属于 G 一 V' 的 两 个 不 同 的 连通 支 , 这 时 G 的 n 个 
结 点 可 分 成 两 部 分 

S={ii 二 lj—1j) (modn), 
T={j+ ll (modn) 
仍 按 三 种 档 造 情 况 讨论 。 

(1) 设 8(G) 一 2r, 由 于 |V' | 过 2r5i,j 和 WV' ,根据 抽 居 原理 ,1V' 门 $ | 或 |V'NnTi 中 一 定 
有 一 个 小 于 ~, 不 妨 令 17Y' 站 SI<r, 这 样 3 中 不 可 能 有 连续 的 > 个 结 点 属于 V' ,换言之 ,5 
一 故里 一 定 有 若干 个 点 让 满足 圭一 庙 ) yr， 《一 万 魏 rmod 2 亦 即 存在 ; 
到 了 的 道路 人 mn, 轧 ,与 1 在 不 同 的 连通 支 矛 盾 。 

(2) 设 8(G)=2r 十 1， n= 二 1。 

车 |V'|<2r, 证 法 同 (1), 现 设 |V'|=2r。 若 IV 站 S| 关 | 六 站 | , 则 其 中 一 个 比如 |V 
Slr 一 1, 如 (1) 可 证 ,着 I 六 站 S1==|VW NTI=7r, 由 于 5G)<n 一 1, 所 以 r= 
"119， 


图 6.3 

1, 又 因为 i.j 不 可 能 是 对 角 线 的 两 端点 ,所 以 S 或 T 中 至 少 有 一 个 所 会 结 点 数 大 于 /十 1， 
设 15 | 之 1 十 2, 故 有 |S 一 V' | 之 2, 类 似 (1) 可 证 S$ 中 有 i 到 j 的 道路 , 著 盾 。 

C3) 类似 (2) 可 证 。 

综 上 说 明 当 |V'|<6(G) 时 ,V' 不 可 能 是 断 集 ， 圾 x(G) 二 58(G)。 

以 下 讨论 两 个 关于 连通 度 的 存在 性 定理 。 

定理 6.2.4 设 G 是 n 个 结 点 的 简单 图 , 假定 G 的 结 点 度 排序 满足 d (v1) 
Ed (Ww) Ed(v),E 

dlv,) 守 + 十 一 1， 1 rn 1 d(v.), 

则 己 是 上 连通 的 。 

证 明 : 令 G 满足 定理 条 件 但 不 是 连通 的 ， 则 存在 一 断 集 S， 满 足 |5 | 二 :< 并 使 
G 一 S 成 为 不 达 通 。 令 态 (1H|=k) 是 其 中 结 点 数 最 少 的 一 个 支 ， 妞 中 每 个 结 点 的 度 
dd (vi) 夸 h 一 1， 因 此 在 G 里 林 中 的 结 点 最 大 度 不 超过 上 十 :一 1， 即 

do 扩 有 十 5 一 1 之 十 站 一 1， 
这 不 满足 定理 茶 件 ， 所 以 
hh>n m1— dl(v 4)s (1) 
由 于 G 一 S 有 xn 一 s 个 结 点 ， 且 五 是 G 一 S$ 中 结 点 数 最 少 的 一 个 支 ， 故 有 
下 过 天 一 5 一 上 或 天 十 ss 所 站 一 下 
也 就 是 说 在 GG 中 ，#H 的 结 点 vu 有 
d(v) 室 丰 十 5 一 1 扫 环 一 天 一 1。 
由 于 VCO) 一 VCH) 一 S$ 里 的 结 点 在 G 中 最 多 与 a 一 一 1 个 结 点 相 邻 , 所 以 了 一 8 的 任 一 
“。 120 。 


点 了。, 都 有 


好 (pp ) 入 一 万 一 1。 


由 (1) 

d{v,_.) dt1), ' ” 
即 

7 一 5 一 点 十 1。 
或 
3 2 到。 Ds Vw 
与 假设 矛盾 。 
例 6.2.2 当 4=3 时 , 图 6.4 满 足 定理 6.2.4 的 条 件 。 因 

此 它 是 3 一 连通 的 。 | 


关于 边 连通 度 的 一 个 充分 性 定理 如 下 
定理 6.2.5 设 G 是 个 结 点 的 简单 图 ， 若 


SCG) > | 至], 风 AG) = 00), 


证 明 : 此 时 G 一 定 是 连 首 的 ? 否则 每 个 支 至 少 有 | 羡 | 十 1 个 结 点 ,与 6 只 有 个 结 


点 矛盾 。 


更 证 A(G}) 二 8(G)。 假 定 4(G)<6(G), 则 存在 一 个 边 断 集 3 一 (Pi ,7 ) ,满足 4(G) = 


1 1<SCG)。 设 3 中 的 边 与 Vi 的 个 结 点 、V 的 9 个 结 点 相关 联 , 显然 bp, 9 所 4(G). 设 
由 V, 构成 的 G 的 导出 子 图 是 C,， 则 其 迪 数 


mj 六 p86(G) — A(G)), 


由 于 ACG) < 过 8CGY), 故 


mi > F360) — >Fpp—), 


所 以 1V,1>>p, 同 理 |V ,| 之 q。 这 说 明 V 和 Vs 中 都 存在 只 与 本 子 集 内 的 结 点 相 邻 的 点 , 因 


此 


[VI = Yi| + |Y,| 之 205(00) 二 1)， 


与 已 条 2 十 22>m ,矛盾 。 


例 6.2.3 图 6.5 满足 定理 6.2.5 的 条 件 ， 因 此 它 晨 3 一 六 竣 潭 的 


VL (ay 《bb》 
I 人 5 和 


例 6.2.4 8 个 输 油 站 之 间 要 修建 16 条 输油管 道 , 这 时 图 6. 6(a) ,(b) 两 个 方案 中 显 
"121。 


然 (b) 的 连通 性 能 强 。 因 为 (a) 中 存在 割 点 , 且 是 3 一 边 连通 的 ,而 (b) 的 点 、 边 连通 度 都 
是 4。 


6.3 明 格 尔 定理 


明 格 尔 (Menger) 最 先 揭示 了 图 的 连通 度 与 结 点 之 间 不 相交 道路 数目 的 关系 。 

定义 6.3.1 设 w, wv 是 连通 图 G 的 两 个 结 点 , 如果 * 种 vv 之 间 的 两 条 道路 没有 公共 
结 点 ， 称 它们 是 不 相交 的 道路 ， 如 果 没 有 公共 边 ， 就 说 是 边 不 相交 的 道路 。 

例如 图 6,7 中 ,Pi 一 (eye4ses) 和 ,一 (ez yesseg) 是 不 相交 的 道路 ，p1' = (e1,esses) 和 
Ps' 一 (essesse4se8) 是 边 不 相交 的 。 

定理 6.3.,1 分 离 商 个 不 相 邻 结 点 * 和 + 上 的 最 少 


结 点 数 等 于 不 相交 的 * 一 上 道路 的 最 多 数目 。 a 人 
证 明 , 设 分 离 s 和 :的 最 少 结 点 数 为 &, 不 相交 的 。 5 

5 一 上 道路 的 最 多 数目 为 /因为 每 条 道路 上 至 少 训 移 去 

一 个 结 点 才 可 能 分 离 ; 和 +， 所 以 《之 1!， 以 下 再 证 = 及 所 
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当 上 ==1 时 ， 结 论 成 立 。 假 定 对 某 个 >1 时 不 成 图 67 
立 , 令 有 是 使 等 式 不 成 立 的 最 小 值 , 并 设 互 是 此 时 
包含 结 点 数 最 少 的 一 个 图 , 同时 在 态 中 移 去 某 些 边 ， 直 至 得 到 CG， 使 得 在 G 中 分 离 * 和 
zt 需要 上 个 结 点 ,而且 对 GG 中 的 任意 边 e， 在 G 一 e 中 分 离 s、t 内 要 有 一 1 个 结 点 。 

这 时 , 对 任意 eEE(G),G 一 e 存在 分 离 s, + 的 有 一 1 个 结 点 的 断 集 S(e), 由 于 G 中 分 
离 ,+ 和 需要 及 个 结 点 ,因此 在 G 一 S$(e) 中 至 少 存在 一 条 s 一 i 道路 , 而 且 每 条 这 样 的 道路 
一 定 经 过 边 e== (zz) ,显然 uyv 信 5Ce), 且 和 蔡 x 关 533t; 则 SCe) 十 w 在 G 中 分 离 ;, 1。 于 是 我 
们 可 以 得 到 两 个 结论 ， 

1.G 中 不 存在 与 和 :都 相 令 的 点 多， 否则, 令 e 二 (wyf) ,在 避 一 e 中 分 离 ;,z 需 有 一 
1 个 结 点 且 有 天 一 1 条 不 相交 路 , 而 G 一 SC(e) 中 只 有 唯一 道路 (sww,t) ,因此 G 中 一 定 只 有 
户 条 不 相交 的 -上 道路， 与 有 > 证 盾 。 

2. 任何 分 离 * 和 zt 的 个 结 点 的 断 集 W , 若非 每 个 结 点 都 与 相 邻 , 则 一 定 都 与 上 相 
邻 。 

在 中 任 给 一 个 断 集 久 , 满足 | 太一 定义 一 条 ;一 W 的 道路 为 5 一 ww;, w:EW, 且 
不 含 多 中 其 它 结 点 。 设 所 有 * 一 多 的 道路 集合 为 P,, 同 理 , 设 所 有 t 到 W 的 道路 集合 为 
DP。 这样 每 条 ;一 ! 道路 都 是 以 忆 中 的 一 条 道路 开始 , PP, 中 的 一 条 道路 结束 。 当然 其 中 一 
定 含 有 太 中 的 结 点 ， 而 且 矢 个 结 点 w; 至 少 在 ,或 P, 的 一 条 道路 之 中 。 这 时 必 有 P, 一 
二 {8} 或 者 PP, 一 WW 二 全 否则, 假定 PP 一 镀 关 {}, 可 以 移 去 所 有 的 xw 一 t 道路 ,并 
加 入 相应 边 人 aoat ,rwz vt, ,得 到 图 G 在 GG' 中 分 离 s， i 仍 需 hh 个 结 点 , 但 它 比 CG 的 
结 点 数 草 少 ， 与 有 的 构造 矛盾 。 

最 后 证 明 上 述 丙 个 结论 相悖 。 设 == (ay tz，，…，t) 是 上 中 一 条 最 短 的 s 一 : 道 
路 。 售 人 iyU2) 二 e15 Ce) 二 人 v19v29 9V4-1) 在 一 e 中 分 离 5 和 to 由 结论 1 ,et 在 加 ,不 
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即 妇 天 1 令 友 一 S(e) 十 四 ,因为 (50)EG, 所 以 根据 结论 2, 对 一 切 ; 都 有 (swv)EC, 而 
(wrt) EG, 同 理 Se) wz 也 是 的 一 个 断 集 WwW",， 由 结论 2, 因 为 断 集 WwW 中 每 个 结 点 Ui 都 
与 相 邻 ,所 以 又 有 (gao)EC ,但 这 与 所 选 妃 是 最 短 一: 道路 矛盾 。 定 理 得 证 。 

例 6.3.1 图 6.8 中 ,和 + 是 不 相 邻 的 结 点 , 移 
去 .3 个 点 就 可 以 分 离 它们 ,但 不 能 再 少 ， 由 定理 
6, 3, 1，G 中 不 相交 的 ;一 : 道路 最 多 有 3 条 ， 

明 格 尔 定理 更 一 般 的 形式 是 ， 

定理 6.3.2 设 G 的 结 点 数 ?#zz& 二 1 G 是 下 连 5 
通 的 充 要 条 件 是 G 中 任意 两 个 结 点 * 和 上 之 间 存 在 
& 条 不 相交 的 道路 。 

证 明 : & 一 1 时 显然 ， 以 下 证 有 之 2 的 情形 。 图 人 

必要 性 。 若 s, 1 不 相 邻 , 由 定理 6, 3, 1 即 得 。 假 
定 s, 上 相 邻 且 最 多 有 一 1] 条 不 相交 的 :一 路 , 令 ce 二 G3,t), 作 G' 二 G 一 e, 则 中 最 多 有 
一 2 条 不 相交 * 一 上: 路 。 因 此 C 中 存在 一 断 集 4SY 一 {s, zt)， 满足 |A| 所 一 2， 移 去 4 
即 可 分 离 * 和 ;， 这 时 和 7 一 4 一 | 有 一 [4B 寺 1 一 起 一 2) 一 3, 因 此 Y 一 4 中 存在 除 * 和 
之 外 的 结 点 w。 

以 下 证 明 G' 中 存在 不 经 过 4 中 结 点 的 :一 t 道路 , 即 4 并 不 是 G' 的 断 集 。 先 证 存在 
不 过 A 的 s 一 & 道 路 。 若 (5,xu) EG 立 得 ， 否 则 由 定理 6.3.1， 因为 G 是 连通 的 ， 所 以 
中 存在 条 不 相交 的 s 一 w 道路 , G' 中 至 少 有 上 一 1 条 。 由 于 141 专 k 一 2, 伏 此 中 至 少 有 
一 条 * 一 zx 道路 不 过 和 4 的 任何 结 点 。 同 理 G' 中 存在 不 过 A 的 a 一 t 道路 ,因此 和 4 不 是 G' 中 
分 离 ;和 + 的 断 集 ， 了 矛盾。 

充分 性 。 显然 G 连通 ,由 于 CG 不 存在 重 边 ,因此 最 多 有 -一 条 长 为 1 的 s 一 t 道路 ,其 
余 上 一 1 条 s 一 1 道路 的 同时 至 少 含有 下 一 1 个 不 同 的 结 点 vi， vi 关 s，t， 因 此 jiV | 之 (& 一 1) 
十 2>&。 

假定 G 中 有 一 断 集 4，|4|<x， 考 虚 导 出 子 图 G'， 其 结 点 集 是 V 一 4。G' 中 至少 有 
两 个 连通 支 G1，G:， 在 G1，G, 中 各 选 一 个 结 点 s，t。 这 样 避 中 最 多 只 有 1A|<< 条 不 相 
交 的 :一 :路 。 芽 插 。 


6. 4 连通 度 的 判定 


上 节 讨 论 了 结 点 的 连通 度 与 G 中 不 相交 道路 之 间 的 关系 。 类 似 地 ， 美 于 边 连 通 性 也 
有 以 下 两 个 定理 。 

定理 6.4.1 设 ;,t 是 无 向 图 G 的 任意 两 个 结 点 , 则 分 离 ; 和 :的 最 少 边 数 等 于 边 不 
相交 的 ;一 i 道路 的 最 多 数目 。 

证 明 : 我 们 利用 网 络 最 大 流 的 方法 来 证 明 。 首先 根据 图 G 构造 相应 网 络 入 如 下 : NN 
包含 了 的 所 有 结 点 ; 对 G 中 的 每 条 边 (4u,v)，N 中 对 应 两 条 有 向 边 (4,v) 和 (vyw), 且 对 
每 条 边 eEN, 令 其 容量 Cle) 一 1。 这样 对 N 中 的 任 一 容许 流 分 布 ,都 有 f(e)==0 或 1， 
我 们 设 N 中 从 源 * 到 汇 t 的 最 大 流 为 请 ,同时 为 方便 起 见 , 令 G 中 分 离 ; 和 1 的 最 少 边 数 
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为 c(s,)， 边 不 相交 的 3* 一 上 道路 的 最 多 数目 为 p(s ,1)。 

首先 证 明 下 一 pe《s,t)。 如 果 G 中 从 s 到 :有 ps; 引 条 边 不 相交 的 道路 ， 则 N 中 亦 一 
定 有 ps: 丰 条 边 不 相交 的 有 向 :一 : 道路 ,每 条 这 样 的 路 可 通过 单位 流 。 因 此 正之 户 (st 。 
反之 ， 设 下 是 N 中 * 到 :的 最 大 流 ， 其 相应 的 最 大 流 分 布 将 满足 任 一 条 边 e， 都 有 Fe》 
二 0 或 1。 当然 如 果 tusv) 一 1 并且 Fu 一 1, 可 以 认为 过 (za 的 流 为 0， 这 时 并 不 影 
响 已 的 值 . 这 样 F 可 以 看 成 是 NN 中 下 个 从 s 到 1 的 单位 流 登 加 所 成 , 它们 分 别 对 应 于 G 
中 的 边 不 相交 的 道路 ， 于 是 又 有 FF 和气 p(s,), 因 此 FF 一 ps,t)。 

由 最 大 流 最 小 割 切 定理 , F=CC(S,5), 其 中 sE5,tE ,在 NN 中 每 条 :一 t 道路 至 少 
使 用 了 (CS,) 里 的 一 条 边 ,而 这 条 s 一 i 道路 对 应 了 G 里 的 一 条 路 P,P 也 至 少 经 过 了 蘑 
条 边 tuov) ,在 NN 中 (u,v) 是 属于 寡 切 tS ,5) 的 , 移 去 这 些 边 G 将 成 为 非 连通 ,因此 我 们 
有 一 个 容量 为 F 的 割 切 ,所 以 cs 站 很 太 一 p(s1t)。 有 反之: 申 于 每 条 :一 t 道路 至 少 用 到 了 
G 的 边 断 集 里 的 一 条 边 , 且 没 有 两 条 路 经 过 同一 条 边 ,所 以 pe(s,1) 一 ec.(sst)。 定 理 得 证 。 

定理 6.4.2 G 是 一 边 连 通 的 ， 当 和 且 仅 当 任 意 两 点 之 间 至 少 有 上 第 过 不 相交 的 道 
路 。 

由 定理 6.4.1 以 及 & 一 边 连通 的 定义 即 得 。 

按照 定 理 证 明 的 思路 可 以 设计 求 图 @ 边 连通 度 的 算法 。 

计算 G 的 边 连通 度 的 算法 描述 如 下 ， 

1, 输入 G 并 构造 对 应 的 了 网络 NN， 

2. 确定 N 中 的 一 个 结 点 x。 

3,4 (G) <ma。 

4， 对 金 部 vEV 一 w 做 

begin 
5. 今 s=n, t=v， 在 和 N 中 , 求 ; 到 :的 最 大 流 卫 ， 
6. 车 F<AO) , 则 AAG) 

end。 

7. 输出 A(G)。 

网 络 N 里 各 边 的 容量 都 是 1， 因此 在 第 5 行 计算 最 大 流 的 结果 下 恰 是 分 离 和 + 的 
最 少 边 数 。 由 于 :和 + 是 任意 的 ， 所 以 容易 产生 错觉 ， 以 为 一 定 要 调用 也 x (nm 一 1) 次 最 
大 流 算 法 ,但 是 实际 上 内 需要 x 一 1 次 就 够 了 , 这 是 因为 如 果 (S, 3 ) 是 菜 个 网 络 的 最 小 边 
断 集 ， 那 么 任意 的 wES, viE 5， 都 有 24G) 二 ec.(w,wvy)。 它 说 明 ， 只 要 选取 其 中 一 个 特 
殊 结 点 ,比如 作为 源 , 其 余 结 点 分 别 作 为 汇 求 其 最 大 流 就 可 以 了 。 因此 最 多 有 一 1 个 
汇 ， 所 以 第 4 行 的 描述 是 正确 的 。 

如 果 采 用 Edmonds 一 Karp 算法 计算 最 大 流 ， 其 计算 复杂 性 是 OCnm’) ,那么 求 G 的 
边 达 通 度 算法 的 计算 复杂 度 便 是 O(n?m?)。 

下 面 我 们 再 讨论 点 连通 度 的 判定 。 

给 定 一 个 无 向 图 G， 构造 对 应 的 网 络 N 如 下 ， 对 每 个 点 vEV， 对 应 的 两 个 结 点 
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Vv ， 及 一 条 内 部 边 (5 ,ao ,此 外 每 条 边 (zso)EG 对 应 两 条 外 部 边 (w',v 和 (vw? ,wr)。 内 
部 边 的 容量 为 1, 外 部 边 容量 为 oo, 源 是 s", 汇 为 #。 例如 图 6. 9(a)? 所 对 应 的 网 络 是 (b) 。 
设 "到 的 最 大 流 是 FF, 今 Pts,t) 是 G 中 点 不 相交 :一 t 道路 的 最 多 数目 , 我们 将 证 明 下 
二 Pu(sst)。 如果 G 中 有 Pls; 直 条 不 相交 的 ;一 t 道路 , 相应 地 在 N 中 也 有 P。Cs,t) 条 不 相 
交 芍 ”一 道路 。 因 为 对 于 中 的 一 条 路 (5 ,v1 ,v3，… ,1 ,N 中 就 有 一 条 路 (io 
zi) ;而且 沿 这 条 路 只 能 运送 单位 流 。 因 此 已 委 尼 。 反 之 ， 对 N 中 的 每 个 容许 
流 分 布 /, 由 于 每 个 结 点 的 流 的 上 界 是 1, 所 以 都 只 会 造成 每 条 边 e, 有 fle)=0 或 1, 这 
样 从 s" 到 的 任何 容许 流 分 布 都 能 分 解 为 沿 着 点 不 相交 的 路 径 运 送 一 个 单位 流 ， 它 们 正 
好 对 应 G 中 不 相交 的 ;一 t 道路 ， 因 此 FF 所 Pols,t)。 综 上 下 =P.(s ,1)。 


(a) {b) 
图 6.9 
由 定理 6. 3.1 各 6.3.2 可 知 , G 的 连通 度 就 是 对 应 网 络 N 中 各 结 点 间 最 大 流 中 的 最 
小 值 。 
的 连通 度 算法 可 以 描述 如 下 ; 
1, 输入 G 并 构造 相应 的 网 络 N 。 
2. Kk(G)<—n。 
3,1< 0。 
4. While :x(G)do 
begin 
5.1< 十 1 。 
6. for j 一 ! 十 1 tondo 
begin 
7. 若 (vi:w)) 久 忆 , 求 5 二 wi， 1 二 vj 针 N 的 最 大 流下。 
8. 车 <<x(G) 风 x(G) 一 玉 。 
end 
end 。 
9. 输出 <(G)。 
算法 的 第 1 行 是 从 G 构造 和 NN， 妃 果 G 有 nn 个 结 点 mm 条 边 ， 则 NN 中 就 有 2n 个 结 点 ， 
n 十 2m 条 边 ， 所 以 构造 N 的 时 间 复 杂 性 是 Olm)。 
如 果 令 上 从 1 到 "一 1, j 从 i 十 1 到 mn, 在 六 中 分 别 求 从 源 w 到 汇 ww， 满足 two) 契 
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E 的 最 大 流 , 据 前 所 述 , 其 中 最 小 值 就 是 G 的 断 量 。 但 是 算法 的 第 4 行 并 没有 这 样 实现 ， 
而 是 当 循 环 体 中 一 县 出 现 i>x(G) 时 ， 即 停止 执行 。 其 理由 如 下 : 

假定 一 个 断 集 4 的 移 去 使 了 一 4 划分 为 两 个 结 点 集 V'，V"， 使 任何 两 结 点 vi€EV'， 
wyEV"， 有 w(G) 二 Plvisv)) ,那么 在 相应 的 网 络 N 中 ,V' 中 的 点 wv" 为 源 ,V' 中 的 点 vj 为 
汇 时 一 定 可 求 x(G)。 这 样 首先 令 wv 为 源 s， 分 别 令 wa，vs…，w 为 汇 , 满足 (wi,vj) 入 EE， 
j=2, 3, ,Ns 求 * 到 上 的 最 大 流 ; 然后 wa 为 源 ， vA(j 二 3,4,""… 1n) 为 汇 ， 当 (vwosvj) 千 
EE 时 分 别 求 最 大 流 。 直 至 V 为 源 , 此 时 有 一 x(G) 十 1。 由 于 >x(G) ,显然 V1 V2， …， 
vt 之 中 必 有 一 个 (比如 vw) 不 属于 断 集 ， 而 在 这 之 前 已 经 令 vw 为 源 计算 过 最 大 流 ， 因 此 
(G) 已 经 求 出 ， 而 不 必 继 续 判 断 了 。 这 样 改进 之 后 ， 计 算 最 大 流 次 数 的 上 界 是 x(G)。n。 
由 定理 6.2.2 可 知 ， 其 计算 复杂 性 是 OCm)。 因 此 如 果 在 第 7 行 中 采用 Edmonds 一 Karp 
最 大 流 算法 ， 那 么 该 算法 的 计算 复杂 性 是 OCnm)。 


6.5 无 向 图 的 DFS 算法 与 图 的 块 划分 


在 2. 2 节 我 们 曾经 简单 介绍 了 DFS 算法 ,在 以 后 的 一 些 算 法 里 也 采用 过 它 ， 本 节 将 
对 它 进行 更 详尽 的 讨论 ， 

不 失 一 般 性 ， 我 们 假定 无 向 图 G 是 连通 的 。 如果 不 连通 ， 则 可 以 对 每 个 连通 分 晤 分 
别 执行 DFS 算法 ， 此 外 ， 假 定 G 中 没有 自 环 。 这 样 ， 无 向 图 G 芍 DFS 过 程 是 

首先 在 G 中 任 选 一 点 wv, 从 wv 开始 检查 , 称 它 是 DFS 的 根 , 然后 选择 一 条 边 (v ,rw)， 
从 而 访 何 vw 的 一 个 邻 点 ww。 这 时 边 (v,rw) 定 向 为 从 v 到 w， 称 它 已 检查 而 且 是 树 边 , 结 点 
v 称 为 w 的 父亲 ， 记 为 father(w)。 

通常 ， 在 检查 某 结 点 x 时 ， 会 出 现 以 下 两 种 可 能 : 

1, 与 z 相关 联 的 边 都 已 检查 , 则 回 到 父亲 结 点 , 从 father(z) 继 续 检索 。 这 时 称 工 已 
经 完全 扫描 。 

2. 还 有 与 x 关联 的 边 尚 未 检查 , 则 选取 其 中 一 条 边 (zx,y) ,并 定向 为 从 z 到 yy, 边 (x， 
y) 已 检查 ， 这 而 需 要 考虑 两 种 情况 : 

ay 尚未 访问 过 ， 则 访问 y， 并 从 yy 向 址 检索 。 此 时 (xr,y) 是 树 边 有 目 z=father(y)。 

b. y 在 前 面 已 经 访问 过 , 再 选择 另 一 条 与 xz 相关 联 同 时 没 检 查 的 边 , 此 时 (z,y) 称 为 
回 退 边 。 

在 DFS 过 程 中 , 当 结 点 z 第 一 次 被 访问 时 ,给 其 赋值 DFN (zx), 称 为 深度 优先 数 。 如 
果 工 是 其 中 第 i 个 赋值 的 结 点 , 则 DFN (x)=i。 很 清楚 , 它 表 示 了 结 点 在 DFS 中 访问 的 
先后 顺序 。 

只 有 当 检 索 过 程 又 返回 到 根 ， 而 且 所 有 结 点 都 已 经 访问 时 ，DFS 过 程 结 束 。 

如 前 所 述 , 如 果 G 是 连通 图 , 那么 DFS 过 程 结 束 时 所 有 的 炳 边 将 构成 @ 的 一 棵 支撑 
树 ， 称 为 DFS 树 ， 而 所 有 的 回 退 边 构成 它 的 余 树 。 例如 对 图 6. 10(a) 采 用 DFS 算法 的 结 
果 如 (b? 所 示 ， 其 中 实 线 表 示 树 边 ， 而 虚线 表示 余 树 边 。 

DFS 算法 的 形式 化 描述 是 ， 

1. 令 TREE 一 盏 , BACK 一 名 ,i 二 1, 对 G 的 每 个 结 点 v, 令 FATHER(v)=0,MARK 
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(a) 个) 


图 .10 
(z) 一 0。 
. 任 选 一 个 满足 MARK(r)=0 的 结 点 7, 置 DFN(r) 一 :MARK(Cr) 一 1,o 一 r。 
3. 如 果 与 关联 的 边 都 “已 检查 ”， 转 5。 否 则 选 一 条 未 查 边 (",z) 。 
4. 对 边 (vwrw) 定 向 为 从 vv 到 ww， 并 称 之 “已 检查 ”。 
4.1 若 MARK(xw)==0; 则 i=i 十 11DFN (ww) =i, TREE = TREEU {(v,w)}， 
MARK(w)=1,FATHER(w) =v ,v=tw. 
4.2 若 MARK(w)=1 则 BACK=BACKU f{(v,w)}。 
4.3 转 3。 
. 若 FATHER(w) 隆 0( 即 wv 不 是 根 ), 则 w=FATHER (vw), 转 3, 否则 转 6。 
. 若 对 所 有 结 点 zx， 都 有 MARK(x) 一 1, 转 7, 否 则 1; 十 1, 转 2( 此 时 6 不 是 连通 


[oe 


oo nn 


图 ) 。 

7. 结束 。 

算法 中 ,数组 MARK 用 来 标识 各 结 点 是 否 已 访问 ,TREE 和 BACK 分 别 用 来 存放 树 
边 和 余 树 边 。 为 了 对 算法 进一步 进行 分 析 ， 我 们 需要 引进 若干 术语 。 

如 果 在 DFS 树 荆 中 鲁 点 vv 到 w 存在 一 条 有 向 道路 ， 则 称 v 是 的 祖先 ， 或 由 是 ” 
的 子孙 。 若 其 中 v 了 去 w， 则 又 称 为 真 祖先 和 真子 孙 。 如 果 (w,w) ET, 则 说 ww 是 也 的 父亲 ， 
也 是 wv 的 一 个 儿子 。 结 点 v 和 它 的 全 部 子孙 构成 了 TT 的 一 个 子 树 , " 是 这 标 子 树 的 根 . 两 
个 结 点 v 和 积 w， 如 果 其 中 一 个 是 另 一 个 的 子孙 ， 则 说 它们 是 有 关 的 ， 否 则 是 无 关 的 ， 这 
时 如 果 狠 比 包 先 访 疝 , 称 v 在 过 之 左 , 图 GG 中 无 关 结 点 之 间 的 边 称 为 模 跨 边 。 现在 我 们 
证 明 无 向 连通 图 G 不 存在 横 跨 边 。 

定理 6.5,1 设 (uv, w) 是 无 向 连通 图 G 的 一 条 边 , 则 避 的 任 一 个 DFS 树 中 , v 和 
世 之 徊 必 有 一 个 是 男 一 个 的 子孙 。 . 

证 明 : 假定 和 ww 在 TT 中 是 无 关 的 ， 则 一 定 存在 两 个 结 点 s, 和 9 ， 满 足 FATHER 
(51) 二 FATHER (sz) 同时” 和 ww 分 别 是 5, 和 5 的 子孙 。 令 了 和 7', 分别 是 人 的 以 5 和 


2? 为 根 的 子 树 ， 不 失 一 般 住 ， 设 DFN(s)<DFN(s) ,显然 在 DFS 算法 中 工 , 的 各 结 点 应 
在 * 完全 检查 之 后 访问 , 而 只 有 了 中 各 结 点 都 完全 检查 之 后 , s 的 扫描 才 告 结束 。 因 此 
不 可 能 存在 v 到 ww 的 边 。 
没有 横 跨 边 是 无 向 图 DFS 算法 的 重要 特征 ， 也 是 下 面 将 要 讨论 的 块 划 分 算法 的 基 
础 。 
根据 定义 6, 1, 2， 如 果 无 向 连通 图 C 不 存在 割 点 ,那么 它 就 是 2 一 连通 的 , 若 存 在 人 割 
点 zw, 则 G 一 v 将 分 解 成 若干 个 连通 子 图 , 或 者 说 G 存在 若干 块 , 其 中 每 块 都 是 G 的 最 大 
2 一 连通 分 重 。 因 此 一 旦 确定 了 割 点 ， 也 就 实现 了 C 的 块 划分 。 
图 的 很 多 算法 都 与 块 划 分 有 直接 联系 , 例如 判断 G 的 最 长 初级 回路 ， 如 果 曾 先进 行 
了 分 块 处 理 ， 就 可 能 把 问题 的 规模 变 小 从 而 改善 计算 复杂 性 ， 此 外 它 十 分 有 利于 并 行 处 
理 。 因 此 图 的 块 划分 是 图 算法 的 一 个 重要 内 容 。 
引 理 6.5.1 设 > 是 G 的 DFS 树 7 的 根 ," 天 r 是 割 点 当 且 仅 当 对 w 的 某 个 儿子 ,在 
了 中 :的 任何 子孙 与 的 真 祖先 之 间 没 有 回 退 边 。 
证 明 : 必要 性 。 设 4 是 ”的 任 一 真 祖 先 , 刀 是 5 的 任 一 个 子孙 ， 则 在 树 了 中 存在 从 
i 到 ts 的 道路 ,如 果 (#&2s#) EQ, 则 产生 一 个 包含 vw 的 回路 , 这样 G 一 v 中 4 与 t; 之 间 仍 有 
道路 ， 因 此 不 是 割 点 。 充 分 性 ， 如 果 信 的) 和 如 , 则 在 G 中 忧 和 所 之 间 任 何 道路 都 经 过 
2%， 由 于 与 、 所 的 任意 人性， 所 以 2 是 割 点 。 
引 理 6.5.2 根 r 是 G 的 割 点 当 且 仅 当 它 有 一 个 以 上 的 儿子 ， 
其 证 明 类 似 于 引 理 6. 5. 1 
这 样 我 们 对 G 的 每 个 结 点 v， 赋 以 值 LOW(v)。 
LOW (v) 二 mint{DFN (Cv)}U {DFN (ww) | 天 在 回 退 边 (z,w) ,满足 在 荆 中 工 是 v 的 子 
孙 ,w 是 v 的 真 祖 先 })。 (1) 
就 可 以 得 到 
定理 6.5.2 结 点 v( 关 7) 是 G 的 市 点 当 且 仅 当 vw 有 一 个 儿子 s, 满 足 LOW(s) 守 DFN 
(v), 
由 于 LOW(v) 的 值 是 % 沿 着 DFS 树 了 到 它 的 子孙 ,并 最 多 包含 一 条 回 退 边 所 能 到 达 
结 点 的 最 小 深度 优先 数 ， 所 以 式 (1) 可 以 改写 为 
LOW(v) = 二 min({DFN Cw)}U {LOW(s)|s 是 vv 的 儿子 )U {DFN(w)|(v,w) 是 回 退 边 }。 
它 的 具体 计算 步 又 如 下 、 
1. 当 玫 是 第 一 次 被 访问 时 ，LOW(o)=DFNCo)。 
2. 当 回 退 边 tv,w) 被 检查 时 ， 置 
LOW(v) = min(LOW (v) ,DFN (w) ), 
3， 当 DFS 过 程 对 wv 的 一 个 儿子 : 完全 扫描 后 返回 到 v 时 ， 置 
LOW (Vv) = min(LOW (v) ,LOW(s)), 
至 此 我 们 可 以 形式 地 描述 图 的 块 划 分 算法 
S1. 对 G 的 每 个 结 点 v, 置 FATHER(v) 一 0;,MARK(v) 一 0; 令 i 二 1,STACK 一 @。 
S2, 任意 选择 一 个 满足 MARK(r) 一 0 的 结 点 +r， 图 
DFN(r}) = i,LOW(r) = i,MARK(r) = 1 =。 
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S3. 如 果 所 有 与 v 关联 的 边 都 “已 检查 ”, 转 S5, 否则 选 一 未 查 边 (w ,ww), 标 之 “已 
检查 ”， 并 入 STACK， 转 S4。 
S4. 执行 下 述 内 容 后 返回 S3。 
和 .1 若 MARK(w) 二 0, 壬 
i=i 二 1,DFN(Gw) = i,LOW(Cw) = i,FATHERtw) = v, 
MARK(w) = 1,v = w, 
4.2 敬 MARK(w) 二 1, 置 
LOW (wv) = min(LOW (v) ,DFN (1w)), 
S5. 车 FATHER (vw) 关 0, 转 S6， 否 则 转 S8。 
S6. 车 LOW(v) 之 DFN (FATHER(v)), 则 把 STACK 中 从 栈 顶 一 直到 FATHER 
(V) ,wD) 的 全 部 边 移出 。( 找 到 了 一 个 块 )。 
S7. 置 
LOW(IFATHER(o) = min(LOW (v) ,LOW (FATHER{v))) 
v= 二 FATHER(tv) 转 S3 
S8. 结束 。 
在 该 算法 中 ， 数 组 STACK 用 来 标识 2 一 连通 分 量 的 边 。 最 初 STACK 一 理 ， 每 当 一 
条 边 被 检查 时 , 它 就 进入 到 STACK 的 顶部 。 一旦 算法 中 发 现 LOW(s) 之 DFN CFATHER 
(5)) 一 DFN (vw) 时 , 由 定理 6. 5. 2,v 是 割 点 , 进而 , 如 果 s 是 具有 上 述 性 质 的 第 一 个 结 点 ， 
易 知 ”与 的 所 有 子孙 构成 了 一 个 顽 ， 它 们 的 边 丛 好 处 于 STACK 的 顶部 直至 (vw,s)。 
例 6.5.1 6. 11(8) 的 块 划 分 结果 如 Cb), 它 共 有 3 个 2 一 连通 分 量 ,分 别 是 {6,,e;， 
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图 6.11 


6.6 有 了 向 图 的 DFS 算法 与 强 连通 块 划分 


有 向 图 的 DFS 算法 类 似 于 无 窗 图 , 但 是 由 于 各 边 方向 的 限制 , 所 以 它 会 将 G 的 诸 边 
划分 成 四 类 ， 当 从 结 点 v 选择 一 条 未 检查 边 (v,w) 时 ,可 能 
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1,w 还 没有 访问 ， 此 时 (wv,rw) 是 树 边 。 
2,w 已 经 访问 ， 这 时 


a， 
b. 


C。 


车 w 是 DFS 森林 中 ov 的 子孙 ， 则 (vw,w) 是 向 前 边 。 
若 凤 是 DFS 森林 中 必 的 祖先 ， 则 (oo) 是 回 退 边 。 
若 v 和 过 在 DFS 森林 中 是 无 关 的 , 且 DFN (Cw) 过 DFN C0), 则 (w,w) 是 模 跨 边 , 注 


意 ,G 中 不 存在 DFN (w) 汪 DFN (vw) 的 横 跨 边 (v,w)。 通 过 分 析 不 难得 到 下 述 几 个 结论 ， 


1. 


如 果 这 (vw,w0) 满 足 DFN (Cw) >DFNtv), 则 它 不 是 树 边 就 是 向 前 边 。 由 于 通过 树 边 


总 会 访问 一 个 新 结 点 ， 所 以 二 者 容易 区 分 。 


2. 


车 边 (wv,w) 满 足 DFN Cw) 过 DFN (vw), 则 它 不 是 回 退 边 就 是 横 跨 边 。 在 检查 与 vo 关 


联 的 边 时 ， 如 果 发 现 邻 点 w 还 没有 完全 扫描 ， 那么 (w,w) 一 定 是 回 退 边 ， 


3. 


即使 G 是 连通 的 ， 但 其 DFS 森林 也 可 能 是 非 连通 的 。 在 DFS 林 每 个 子 树 中 第 一 


个 访问 的 结 点 称 为 该 连通 分 量 的 根 。 

在 描述 有 向 图 DFS 算法 时 , 我 们 采用 了 数组 SCAN , 初始 对 任 一 结 点 w， 都 有 SCAN 
(v) 一 0, 一 旦 结 点 wv 完 全 扫描 , 就 置 SCAN (wv) ==1。 此 外 还 使 用 两 个 数组 FORWARD 
和 CROSS， 它们 分 别 存 放 向 前 边 和 横 跨 边 ，。 

有 向 图 的 DFS 算法 如 下 : 


1. 


[| 


5. 
他， 
?， 


令 TREE 二 ®，FORWARD= 台 ，BACK 二 加，CROSS 一 别 , 1 一 1]， 对 G 中 的 每 点 
v， 种 MARK (v) =0, FATHER (ww)} =0, SCAN (vy) =0, 


. 《确定 新 根 ) 任 选 一 点 >， 满足 MARK (r) =0, 和 置 DFN (r) =i, MARK (7) = 


1 » Urs 


. 若 所 有 以 v 为 始点 的 边 都 “已 检查 ”, 置 SCAN (wv) 一 1， 转 5。 和 否则 选择 一 条 未 


查 边 ty, tw) 并 和 转 4。 


, 标 边 (vy wy “已 检查 ”， 执行 以 下 内 容 后 返回 3。 


4.1 车 MARK tw) ==0， 则 
1 一 1 十 1，DFN (w) =i. TREE 一 TREEU { (v, w)}, MARK (w) 一 1， 
FATHER (w) =v, v=tw, 
4.2 否则 
车 DFN (w) >DFN (w), 则 FORWARD=FORWARDU { tv， tw)} 
若 DFN (w) <DFN (ww) 且 SCAN (w) =0， 则 
BACK 王 BACKU ( (ww)}; 否则 CROSS=CROSSU { (tv，w)}。 
车 FATHER (wv)》 关 0 (w 不 是 根 )， 则 令 w 一 FATHER (vw) 并 转 3， 否 则 转 6。 
若 每 个 结 点 zx 都 有 MARK (Cr) =1， 则 转 7， 否 则 i=i 十 1， 转 2， 
结束 。 


例 6.6.1 图 6.12 (a) 的 DFS 森林 如 〈b) 所 示 ， 其 中 实 线 边 是 树 边 ， 它 含有 3 棵 


子 树 。 


从 图 中 也 可 以 看 出 , 即使 C 是 连通 的 , 其 DFS 森林 也 可 能 非 连 通 。 下面 我 们 将 证 明 ， 
只 有 强 连通 图 , 亦 即 任意 结 点 到 其 它 各 点 都 存在 有 向 道路 时 , 它 的 DFS 森林 才 是 连通 的 。 
定理 6.6. 1 强 连通 图 的 DFS 林 是 连通 的 。 
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(a) (b} 
全 6.12 

证 明 ; 假定 DFS 林 不 连通 ， 则 至 少 有 2 棵 子 树 了 Tso 设 ris ry 分 别 是 它们 的 根 且 
T, 先 得 到 。 由 DFS 过 程 可 知 G 中 不 存在 边 (wzm)，wETi，z 和 Te， 否 则 必 有 思拓 了 ， 
这 说 明 在 G 中 至 少 从 到 7 的 各 结 点 不 存在 有 向 道路 ， 即 G 不 是 强 连 通力。 

定义 6.6.1 有 向 图 G 极 大 的 强 连 通 子 图 称 为 它 的 强 连通 分 量 ， 或 强 连通 块 。 

由 定理 6. 6. 1 可 以 得 到 

推论 6.6.1 对 应 于 G 的 强 连通 分 量 的 DFS 子 树 是 连通 的 。 

以 下 我 们 讨论 强 连通 块 算法 

设 名 = i ED), Gz 二 (Vo EG 一 (Vi Ei) 是 G 的 强 连通 块 , 是 G 
的 DFS 林 , 了 ,了 Ts， … ,TT 是 结 点 集 Vis Vo, …, Vi 中 工 的 导出 子 图 。 由 定理 6. 6. 1， 
7 是 连通 的 。 令 (1 全 ik) 是 了 的 根 , 车: 之 j, 则 DFS 在 w; 先 于 vw 结束 扫描 ,这 说 
明 7x; 或 在 r+; 之 左 ,或 是 了 中 的 子孙 , 而 且 G; 只 能 由 vx; 的 子孙 构成 , 而 不 可 能 包 合 G,， 
Wy Gi_1 的 任何 结 点 。 

确定 强 连通 块 G; 的 根 ”~ 将 是 算法 的 关键 ， 为 此 我 们 先 分 析 G 中 诸 边 之 间 的 关系 。 

1. 没有 (wv，w) 类 型 的 回 退 边 , 其 中 vEVi,， wEVj, 1 翅 j， 也 就 是 说 始点 属于 了 的 
回 退 边 ， 其 终点 也 在 Vi。 

2. 没有 (wv，w)》 类 型 的 横 跨 边 ， 其 中 xzEV wEVjs i 关 j， 且 + 是 + 的 祖先 。 这 
样 每 条 横 跨 边 (wv，w) 只 属于 下 述 傅 形 之 一 。 

amEV，zmEVi， ij 上 且 盖 在 ”rm 之 左 ， 

b.vEV, wEV,, 

定义 6.6.2 设 " 是 G 的 某 个 强 连 通 分 量 G, 中 的 结 点 , 则 在 V; 中 v 滞 其 有 向 道路 同 
时 最 多 包 合 一 条 回 退 边 或 一 条 横 跨 边 所 能 到 达 结 点 中 的 最 小 深度 优先 数 定义 为 v 的 
LOWLINK 值 。 亦 即 

LOWLINK (v) 二 min( {DFN (v)} U {DFN (w) lz 的 子孙 到 zw 有 回 退 边 或 横 
跨 边 ， 且 *” 与 亡 属 同一 强 连 通 块 )) ， 

这 样 对 了 的 根 关 ， 有 
LOWLINK (x) = DRNCr )。 
假定 vEV; 且 v 关 r:， 由 于 它们 属于 同一 强 连 通 块 ， 因 此 一 定 有 回 授 边 或 横 蹲 边 (v， 
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w)，wE€V， 并 且 满 足 DFN (w) <DFN (v)， 所 以 
LOWLINK(o) < DFN(w)., 
当然 ， 此 时 vz 也 一 定 有 道路 P 可 达 r,， 这 样 我 们 得 到 
定理 6.6.2 vw 是 有 向 图 G 的 一 个 强 连 通 分 量 的 根 , 当 且 仅 当 LOELINK (v) =DFN 
(v), 
LOWLINK (vw) 的 值 可 以 计算 如 下 : 
1, 当 结 点 y 首次 访问 时 ,LOWLINK (v) =DFN (vw)， 
2, 如 果 回 退 边 (vw，w)》 被 查 ， 置 
LOWLINK (v) = min(LOWLINK (v) ,DFN (w)). 
3, 若 (v，rw) 是 摸 足 边 且 vw，w 在 同一 强 连 通 分 量 ， 置 
LOWLINK (v) = min(LOWLINK (v) ,DFN (w)) 
4. 当 v 的 儿子 :完全 扫描 之 后 返回 v 于 
LOWLINK (vv) = min(LOWLINK (v) ,LOWLINK Cs)), 
其 中 3 尚 需 判断 wv 和 着 在 同一 分 量 , 为 此 采用 一 个 数组 STACK1, 按 DFS 的 访问 次 
序 将 结 点 存 入 该 数组 。 它 不 但 可 以 确定 强 连 通 分 量 的 全 部 结 点 ， 也 能 对 3 进行 判断 ， 此 
时 如 果 忆 在 STACK1 之 中 ,那么 wv 与 w 属 同一 强 连通 块 , 一旦 确定 了 一 个 强 连通 块 , 那 
么 这 些 结 点 都 从 STACK1 中 移出 。 为 此 每 个 结 点 可 以 设置 一 个 POINT 值 , 若 ”在 
STACK1 之 中 ， 则 POINT (on) =1, 否则 POINT (v) =0。 
下 面 我 们 给 出 强 连通 块 划 分 算法 ， 
SI 对 GG 中 每 个 结 点 vu， 置 
MARK (vw) = 0,FATHER(v) = 0,POINT(o) = 0;i = 1,， 
STACK1 = ®, 
S2 任 选 一 点 r， 满足 MARK (r) 一 0， 署 
DFN(r) = i,LOWLINK (7) = i,MARK(r) = 1 
r 进 入 STACK1,POINT(7) = 1,v=r。 
S3 如果 以 vv 为 始点 的 所 有 过 都 “已 检查 ”, 转 S5; 否则 选 一 条 未 查 边 (v，w})， 标 
之 “已 检查 ”并 转 S4。 
S4 执行 以 下 内 容 后 返回 S3。 
1. 若 MARK (w) =0, 则 i=i 十 1, DFN (w) =i, LOWLINK (w) =i, FATHER 
(w) =v, MARK (w) 一 1 
w 进 入 STACK1, POINT (w) =1, v=w 
2. 若 MARK (w) ==1, DFN (w) <DEN 人) 及 POINT (w) 一 1， 
则 LOWLINK (vw) =min (LOWLINK (vw), DFN (w)), 
S5 车 LOWLINK (tv) =DFN (wv)， 则 移 去 STACK1 中 从 栈 顶 直至 v 的 全 部 结 点 
《它们 构成 一 个 强 连通 块 )， 且 对 所 有 这 些 结 点 zx， 置 POINT (zx) =0。 
S6 若 FATHER (v) 一 0。 转 S7， 和 否则 
LOWLINK (FATHER (vw)) =min (LOWLINK (FATHER (vw)), 
LOWLINK (v)), 
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v 二 FATHER (v), 转 S3 

S7 车 所 有 结 点 x EV 都 有 

MARK (z) =1, 转 S8, 否 
则 转 S2。 

S8 结束 。 

例 6.6.2 图 6.13 给 出 了 强 连 
通 块 判断 算法 的 说 明 。 其 中 
LOWLINK 值 在 括号 中 给 出 。 该 图 共 
有 4 个 强 连通 分 量 ， 它 们 分 别 是 {3， 
4，5}，{6，7，8，9，10}，{2》 和 
{1, 11, 12, 13}。 


习 题 六 


1. 一 个 有 个 结 点 的 图 最 多 有 多 少 个 制 点 ， 多 少 条 制 边 ? 
2. 证 明 若 = 是 简单 图 G 的 割 点 ， 则 " 一定 不 是 补 图 G 的 割 点 。 
3.、 试 给 出 下 图 的 二 个 断 集 和 边 断 集 ， 并 求 * (G) 和 4 (G) 


D1 wl ve 


Vs Vs Uy vy 


va 


(a} ‘by 


题 图 6.3 

4, 证 明 ， 当 上 且 仅 当 GG 的 任意 两 结 点 间 至 少 有 两 条 不 相交 的 道路 时 , G 才 是 2 一 连通 

的 。 
5, 不 利用 定理 6. 2.4, 证 明 : 车 G 是 个 结 点 的 简单 图 , dv dv 和 Ed (v,)， 
且 满 足 
dl(v,) 之 上 ， 1 En 1 d(v,),。 

则 G 是 连通 图 。 

6, 设 G 是 不 只 含 一 个 回路 的 2 一 连通 图 , 证 明 妈 中 一 定 存 在 内 部 结 点 度 都 为 2 的 道 
路 已 (P 中 若 有 内 部 结 点 ， 则 其 度 都 为 2)， 使 C 一 己 仍 是 2 一 连通 的 。 

7. 设 6 是 3 一 连通 图 , 给 定 连 接 w 和 v 的 不 相交 道路 书 和 P，,， 间 是 否 总 可 以 找到 
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第 三 条 道路 已 。， 它 与 Pi;，P; 也 不 相交 ? 

8. 试 证 明 有 向 图 DFS 算法 的 计算 复杂 性 。 

9. 证 明 有 向 图 G 中 不 存在 DEN (w) >DFN (vw) 的 横 跨 边 (w，w)。 

10. 设 了 是 CG 的 DFS 树 , G, 是 G 的 完全 子 图 ; 证 明 心 的 所 有 结 点 都 处 于 了 的 同一 
条 有 向 道路 上 。 

11. 设 工 是 有 向 图 G 的 DFS 林 ， 车 C 是 G 中 的 一 个 有 向 回路 且 %v 是 C 中 深度 优先 
数 最 小 的 结 点 ,证 明 % 是 T 中 C 上 各 结 点 的 祖先 。 

12. 编程 实现 边 连通 度 算法 。 

13. 编程 实现 点 连通 度 算法 。 

14. 编写 连通 图 G 块 划分 的 程序 。 

15. 编写 有 向 连通 图 G 强 连 通 块 判定 的 程序 。 
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第 七 章 ”代数 结构 预备 知识 


7.1 集合 与 映射 


读者 已 熟知 有 关 和 集合 的 一 些 基 本 概念 及 记号 , 本 节 只 补充 关于 集合 圭 集 的 概念 。 

设 5S 是 任意 一 个 和 集合, 如 果 元 内 a 属于 5, 记 为 eES，, 否则 记 aS 。S 中 不 同 元 率 
的 个 数 称 为 该 集合 的 基数 ,用 |S | 家 示 。 

当 集 台 3 确定 之 后 , 能 相应 地 得 到 另 一 个 集合 pt$), 称 为 S 的 宕 集 , ptS) 是 5 的 全 
部 子 集 的 集合 。 例 如 设 S= {a,6,c}, 则 

pS)={g ay tb} te}, {asb}y, ac} {bsc},S )。 

如 果 3 是 有 限 集 , 容易 证 明智 集 6(S) 的 基数 是 2*' ,也 就 是 说 S$ 有 25: 个 不 同 的 子 集 。 对 
于 其 中 某 一 个 子 集 4 ,可 以 刻 划 成 

A= {rE€ES|Plr)}, 
即 是 $ 中 有 性 质 P 的 全 部 元 素 组 成 的 集合 。 

例 7.11 设 S= (1,2,…,18}, 则 4=(zESsl3lz } 是 S 中 全 部 能 被 3 整除 的 元 

素 构 成 的 集合 。 因 此 4 也 可 以 表示 为 

A= {3,6,9,12,15,18}。 
再 如 若 

B= {zrE€ES|l3lr 或 5|x}, 
那么 B 是 5 中 能 被 3 或 5 整除 的 全 部 元 素 构成 的 集合 , 亦 即 
B= {3,5,6,9,10,12,15,18}, 
例 7.1.2 设 Z 表示 整数 集 , 则 

N= {rE€2Z|Ir>0} 
定义 了 Z 的 非 负 整 数 子 集 。 

设 A 和 B 都 是 5 的 子 集 ,如 果 4 是 B 的 子 集 , 即 4 的 元 素 也 都 是 B 的 元 素 , 亦 即 
a€ A =>a€EB, 记 作 AB, 如果 A 守 8 且 8 二 4A, 则 称 两 个 集合 是 相等 的 , 记 作 4=8B。 
由 全 部 既 属 于 4 又 属于 B 的 元 素 组 成 的 集合 称 为 A 和 B 的 交集 , 用 4 门 B 表示 。 车 A 
和 B 没有 共同 的 元 素 , 则 4A 门 B= 儿 。A 和 B 的 并 和 集 是 由 必 于 4 或 属于 8B 的 全 部 元 素 
组 成 的 集合 , 记 作 4UB。 自 然 ， 4 门 B 和 AUB 仍然 是 S 的 子 集 。 

集合 的 交 并 运算 的 一 个 重要 性 质 是 适合 分 配 律 , 即 

4nmBUC)= (AN BU (AN OO., (1) 
AU(BNMO= (AUBDN(GALUO, (2) 

定义 7.1.1 设 S 和 工 是 给 定 的 两 个 集合 , 如 果 有 一 个 规则 了 ,使 对 任意 一 个 元 素 
ES, 在 T 中 有 了 唯 一 的 元 素 y 与 之 对 应 , 则 称 是 5 到 工 的 一 个 映射 ,6 记 作 f;S 一 了 T 和 
3 三 JLZ) 4S 称 为 的 定义 域 ,T 称 为 了 的 值 域 ,y 称 为 的 象 ,z 称 为 y 的 原 象 。 
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直观 上 可 以 把 映射 看 成 是 一 种 输入 输出 关系 如 图 7.1! 
对 每 一 个 输入 sES, 通 过 映射 f 产生 礁 一 的 输出 t。 一 

根据 定义 ,$ 中 任意 元 素 在 7 中 都 有 象 ,但 了 中 的 每 
个 元 素 在 $ 中 不 一 定 都 有 原 象 .习惯 上 我 们 将 S 中 全 部 元 
素 的 象 所 构成 的 集合 称 为 了 的 象 , 记 作 1(S)。 显 然 .FS ) 
ET。 

例 7.1.3 设 S= {fabc},T = {1,2,3}。 

fsa>1 b+2,c—3, 
是 S 到 的 一 个 映射 。 
fa=l b>2 ,cc— 2, 

是 S 到 了 的 一 个 映射 。 

例 7.1.4 设 4 是 非 负 整数 集 ,B = { zlz 是 非 负 偶 数 } 

n> n， 当 2|n 时 ， 

8: n 一 nn 十 1, 当 2|n 时 ， 
是 4 到 B 的 一 个 映射 。 

例 7.1.5 设 4 为 一 个 非 空 集合 。 

Ti:a—* aat A, 

是 4 到 4 的 一 个 映射 , 称 为 4 上 的 恒 等 映射 或 单位 映射 。 

定义 7.1.2 两 个 映射 Ag， 太 4 一 五 ，g:4: 一 有 当 且 仅 当 4 一 4 一 至 :, 且 对 
任意 xE4, 都 有 .Fiz)= g(xz), 称 了 和 g 是 相等 的 映射 , 记 为 了 一 g。 

定义 7.1.3 设 / 是 A 到 8B 的 一 个 映射 。 

1. 若 对 任意 aj 关 a anajEA;: 都 有 f(a) 关 flay), 称 是 A 到 8 的 单 射 。 

2. 若 f(A4) 一 8, 则 称 f 了 是 A 到 8 的 注射。 

3. 若 f 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 它 是 4 到 B 的 双 射 。 

例 7.1.3 的 fi 不 是 单 射 也 不 是 满 射 ,六 是 双 射 。 例 7.1.4 的 g 是 满 射 ,但 不 是 单 射 。 
例 7.1.5 的 7 是 双 射 。 也 就 是 说 ,若是 4 到 B 的 单 射 , 它 一 定 把 4 中 的 不 同 元 素 映 
射 到 3 中 的 不 同 元 , 即 若 & 关 at, 则 f(ai) 关 fas); 车 是 满 射 ,那么 对 于 B 中 的 每 一- 
个 元 素 5, 在 4 中 至 少 有 一 个 5 的 原 象 ;如 果 了 是 双 射 ,那么 4 与 B 的 元 素 之 间 由 人 构 
成 了 一 一 对 应 ,因此 双 射 亦 称 为 一 一 对 应 现 射 。 它 们 的 直观 意义 如 图 7.? 所 示 : 


+1 a 
了 


单 射 
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在 映射 之 间 能 够 定义 合成 运算 。 
定义 7.1.4 设 A.B.C 是 三 个 集合 ,有 两 个 映射 :1.4-~ B,g:B-C, 则 由 广 和 如 
可 确定 一 个 4 到 C 的 映射 ,ha g(f(a)), 称 有 为 了 与 g 的 合成 , 记 作 有 =gf, 亦 即 
h(a) = (gf)(a) = gf (4)), 
上 可 用 图 ?7.3 表示 。 
映射 的 合成 一 般 不 满足 交换 律 , 但 满足 结合 律 。 例 如 设 A 一 B,B 一 C ,，C 一 DD, 两 个 
合成 映射 ”Cfa) 与 (Y8)a 有 同样 的 定义 域 4 和 值 域 D ,而 且 对 任意 aE 4A, 有 
(FBa)) (a)= YBa) a)) = Y (P(e(a))), 
(Ya a) = (78)(e(e)) = 7 (Ba(a))), 


h=gf 


图 7.3 图 7.4 
因此 YC(Ba)= 二 (YBYa。 这 也 可 以 用 图 7.4 说明, 图 中 三 角形 ABC 和 BCD 是 传递 的 ,因此 
Y(Ba) = Yop = ba = OP)a, 

映射 图 对 我 们 分 析 映 射 是 有 帮助 的 。 

定理 7.1.1 设 f 是 A 到 有 B 的 鼎 射 ,Ts 和 Is 分 别 是 4 与 B 中 的 全 等 映射 ; 则 

Isf =f, fla= f, 
证 明 ; Isf 和 了 的 定义 域 都 是 4 , 值 域 是 BB, 并 且 对 任意 aE€ A4, 都 有 
Irfla) = la(f(a)) = f(a), 

故 Far 一片 同 理 可 证 .一 f,。 

定义 7.1.5 设 两 个 映射 ,4 B,g;:B A, 若 gf 二 14 成 立 , 则 称 了 是 左 可 逆 映 
射 ,g 是 右 可 逆 映射 ,并 称 g 是 f 的 左 逆 上 映射 ,f 是 g 的 右 逆 映 射 。 又 车 fg = Js 也 成 
立 , 则 称 fF 和 g 都 是 可 北 映 射 。 

定理 7.1.2 4 到 B 的 映射 是 左 可 道 的 充 要 条 件 是 f 为 单 射 ,f 是 右 可 北 的 充 要 
条 件 是 7 为 满 射 。 

证 明 ; 因 为 f 左 可 道 ,所 以 存在 g:8 一 4, 使 gf==14, 如 果 fla)= f(az) ,一定 有 ai 
二 as, 那 么 了 就 是 单身 ,由 于 

d= l(a) = gf Ca) = glf (la)) = g(f (la)) 
= gf (a2) = Takeas) 一 ia。 

所 以 是 单 射 。 

反之 设 4 一 如 是 单 射 ,定义 g:B> A 如 下 

gb) = {® 车 存在 a E 有 ,使 f(a) = 56， 

aos 若 5E f(A) 且 ao€ A。 
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这 样 对 任意 6E 8 ,g (5b) 都 唯一 的 确定 ,所 以 g 是 一 个 映射 ,并 且 对 任意 aE4, 有 
gf (a) = g(f(la)) = g(4) = a 
即 gf = 14, 因 此 f 有 左 逆 映射 。 定理 后 半 部 分 的 证 明 留 作 练 习 。 
推论 : ;4 一 B 是 可 逆 映 射 , 当 且 仅 当 f 是 双 射 。 
定理 7.1.3 设 f 是 4 到 B 的 映射 .日 gf = 了 L/h = 1 则 g = 上。 
证 明 
£ = gla= g(fh) = (gh) = 1h = h, 
这 说 明 可 道 映 射 /的 道 映 射 是 唯一 的 ,通常 用 广 ' 表 示 , 容 易 证 明 (1) := 。 
例 7.16 设 f;4 一 B,g:B8C 都 是 双 射 , 则 gf 是 4 到 CC 的 双 射 。 
证 明 ; 由 定理 7. 1.2 的 推论 ,有 道上 映射 六 ':B 一 A, g ';C B ,因此 f'g :是 C 到 
4 的 映射 ,并 且 
(gf ig = (gf Vg!'= (ge(ff We '=gg != 1, 
fig gf)= f(g gf) = CT = ff = a, 
因此 gf 是 可 道 映 射 , 广 :8 是 它 的 道 。 所 以 gf 是 双 射 。 
由 该 例 和 定理 7,1,3 可 知 《g 记 -一 广 1 1 


7.2 等 价 关 系 


集合 4 到 8 的 任何 映射 上 都 是 定义 域 为 4 的 AXB 的 子 集 ,。 可 以 将 映射 的 概念 加 
以 推广 , 即 其 定义 域 不 一 定 是 4 本 身 ,这 就 是 二 元 关系 。 

定义 7.2.1 集合 4 和 8B 的 笛 卡 儿 积 AxB 的 任 一 子 集 R 称 为 4 与 8 之 间 的 一 个 
二 元 关系 , 它 的 元 素 是 有 序 对 (4a, 候 , 记 为 a R5, 其 中 a€E 4,8EB。 当 (ay 如 舍 尺 时 ,说 a 
与 为 没有 只 关系 , 记 作 4 R55，。 

下 面 着 重 讨论 集 台 4 上 上 的 等 价 关 系 。 

定义 7.2.2 设 情 是 集合 上 的 二 元 关系 ,如 时 

1, 对 所 有 的 aE 4, 都 有 a Ra, 即 R 具有 自 反 和 性; 

2. 对 所 有 的 a,5E€E4, 若 a R5, 则 上 5 Ra, 即 RR 具有 对 称 性 ; 

3. 对 所 有 的 a,8,cEA, 若 a R5,bRRc, 则 a Rec, 即 R 具有 传递 性 。 
则 称 尺 蚌 4 上 的 等 价 关 系 。 用 符号 ~ 表示 。 

集合 中 的 等 价 关 系 与 该 集 台 的 划分 有 密切 联系 . 设 尺 是 4 上 的 一 个 等 价 关 系 , 则 4 
中 的 任意 两 个 元 素 a.5 之 间或 者 有 R 关系 ,或 者 没有 R 关系 , 即 a R 5, 或 a 天 5 二 者 必 
居 基 一. 这样, 对 任 一 元 素 a€ 4, 可 以 把 所 有 与 as 有 RR 关系 的 元 素 构 成 一 个 集合 , 称 之 为 
4 的 一 个 等 价 类 , 记 作 “, 即 

da 二 {xzE€E€A|z~a}, 

其 中 a 是 该 等 价 类 4 的 代表 元 。 

依据 等 价 关系 的 定义 ,等 价 类 a 具有 以 下 性 质 ， 

l.uEa, 

2. 若 bcEa, 则 已 一 ec。 
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3. 若 bEa 且 5~x 则 xz Ea 
定理 7.2.1 设 一 是 4 上 的 一 个 等 价 关 系 , 对 任意 元 素 a,6E 4, 若 非 4=5, 则 有 a 
N= #, 
证 明 从 上 略 , 由 它 可 以 得 出 如 下 定理 ; 
定理 7.2.2 设 aiar ve 是 4 上 由 等 价 关 系 ~ 确定 的 全 部 等 价 类 ,那么 
Ua ~ A, ua Na, = $, 
该 定理 说 明 等 价 美 系 ~ ~ 确定 了 集合 4 的 一 个 划分 .我 们 把 由 ~ 确定 的 等 价 类 的 集 
合 称 为 等 价 类 族 , 用 4 表示 , 即 
A= {ala € A}, 
为 了 表示 等 价 类 族 是 由 等 价 关 系 ~ 确定 的 ,常常 使 用 记 咏 .1'~- 表示 下 .并 称 之 为 1 六 
于 ~ 的 商 集 。 一 
例 7.2.1 设 4 是 图 7.5 坐标 平面 上 水 平 线 中 所 人 
点 的 集合 ,如 果 a 和 5 处 于 同一 水 平 线 上 , 则 a R65 可见 
是 4 中 的 一 个 等 价 关 系 。 其 中 每 一 条 水 平 线 都 是 只 的. 
个 等 价 类 ，4/ 尽 是 所 有 这 些 水 平 线 的 集合 。 
例 7.2.2 设 4= 1{10,t2,…)} 是 非 负 整 数 集 合 ,mw 
是 一 个 正 整 数 , 令 只 是 4 中 的 模 m 同 余 关 系 。 则 区 17.3 
T= {1m+12m 十 1 }, 
2= {2m 2,2m 二 2..), 


mo—1= {m1,2m— 1,3m— 1 }, 
DOD= { 0m,2m,. ), 
显然 RR 是 等 价 关系 .因此 
A/R 一 10,T.… sm — 1}, 
商 集 4/~ 确定 以 后 ,对 每 一 个 wcE4 ,都 对 应 4/~ 中 的 某 个 确定 元 4， 因此 7Y,a->a 
是 4 到 4/~ 的 一 个 映射 , 称 它 是 4 到 4/~ 的 自然 映射 ,很 明显 7 是 满 射 。 
集合 4 上 的 等 价 关 系 ~ 可 以 确定 4 的 一 个 划分 , 即 4/ 一 。 反 之 ,如 果 已 经 知道 4 
的 某 个 划分 BB , 能 不 能 由 它 来 确定 4 的 一 个 等 价 关系 呢 ? 对 此 有 结论 
定理 7.2.3 集合 4 的 一 个 划分 可 以 确定 4 的 一 个 等 价 关系 。 
利用 映射 的 概念 ,我 们 可 以 得 到 如 下 定理 。 
定理 7.2.4 设 了 是 4 到 号 的 一 个 满 射 , 则 f 可 以 确定 4 的 一 个 等 价 关系 。 
证 明 : 任 取 6E€B8, 因 为 了 是 满 射 ,所 以 5 的 廉 象 广 !( 的 = {aEa4lAe)y =5} 是 4 
的 一 个 非 空子 集 。 因 此 Uf '(6) 一 4, 同时 对 己 夭 太 , 有 产 :() 门 产 区 0) = 多 ,否则 了 
不 是 映射 ,因此 6) 人 让"(6,) 一 外 ,由 上 可 知 { 广 "016E 瑟 } 是 4 的 一 个 划分 ,由 


定理 7.2.3 , 即 f 可 以 确定 A 上 的 -个 等 价 关 系 一 。 
定理 7.2.5 设 f 是 A4 到 8 的 一 个 满 射 , 则 存在 唯一 双 射 广 :4/~ 一 了 3 使 一 
7, 其 中 ~ 是 由 f 确定 的 等 价 关 系 ,Y 是 A 到 4/ 一 的 自然 映射 。 
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该 定理 的 直观 意义 如 图 7. 6 所 示 。 


证 明 ; 设 由 了 确定 的 等 价 关 系 为 a ~ 2 所 一 > 4 8B 
fa) 一 as 而且 fila) =b ,了 训 以 判定 ,对 任意 的 a 
EA/~， f° :36 是 A/~ 到 8 的 一 个 双 射 7 4 


车 五 = , 则 和 一 a 即 Fa) 一 Fe) = 5, 所 以 4a 
的 象 与 z 中 的 代表 元 的 选择 无 关 , 而 且 对 任意 的 zxE 4/ A/~ 
一 ,都 有 六 (aa) = 5 ,因此 产 是 A/~ 到 8 的 一 个 映 
射 。 其 次 由 于 了 是 满 射 , 故 对 任意 5EB 都 有 f(a) = 565, 从 而 广 (C) 一 已 即 广 是 满 射 。 
再 次 , 若 sa 天 az, 则 其 代表 元 @ 天 as, 亦 即 Fai) 天 f(az), 于 是 可 得 广 (ae 天 (az)， 因 
此 疡 是 单 射 , 故 产 是 47/ 一 到 吾 的 双 射 。 

对 任意 acE4, 若 fla) = 5, 就 有 广 1(8) = a, 由 于 7Y 是 自然 映射 ,因此 Yta)=a, 所 


(外 ?7.6 


以 
CF" a = fa = f°) = b= fla), 
亦 即 f*7Y= f。 

再 证 扩 的 唯一 性 。 假 定 存在 男 一 个 4/~ 到 B 的 映射 g*,g' 关 让 且 满足 f =g* 
”那么 至 少 存在 一 个 元 素 a€ 4; 使 g(a) , 设 f(a) 一 站 上 且 ( 产 四 (Ga) = f°(7 
(a)) = fF) 一 已 一 Fa) ,但 57(a) = g' (7(a)) =g' (a) 关切 因 此 与 了 一 g 7 了 矛 
盾 , 所 以 产 是 唯一 的 。 

例 7.2.3 设 六 是 非 负 整 数 集 , 呈 = {0,1,2,3,4,5 }， f/f:n=r,r 是 n 模 6 后 的 非 
负 余 数 , 显然 是 N 到 B 的 一 个 满 射 . 这 时 了 决定 的 六 的 等 价 关系 ~ 是 模 6 同 余 关 
系 。 因 此 


N/~ = {0,1,2,3,4,5},。 
这 时 N 到 NM/~ 的 自然 映射 是 7y:n 一 2。 而 由 f 导出 的 双 射 产 是 f° :za r。 即 对 任意 
nE€EN 都 有 
CF = nD) = fn) =r = fn), 
所 以 =AY。 


7.3 代数 系统 的 概念 


本 节 讨 论 一 般 的 代数 系统 的 基本 概念 , 这 些 概念 在 后 续 章 节 中 讨论 特定 的 代数 系统 
时 要 反复 用 到 。 首 先 给 出 代数 运算 的 定义 。 

定义 7.3.1 设 4 是 非 空 集合 ,A? 到 4 的 一 个 映射 f;A-> A 称 为 4 的 一 个 二 元 

由 二 元 运算 的 概念 可 以 推广 到 一 般 n 元 运算 。 

定义 7.3.2 设 4 是 非 空 集合 ,n 是 正 整 数 ,4" 到 4 的 一 个 映射 /:A*-> 4 称 为 4 
的 一 个 = 元 运算 ,简称 为 n 元 运算 。 

对 于 集合 4 的 一 个 x 元 运算 了 ,着 (alyat…ao)E 录 ,在 地 的 作用 下 的 象 是 C , 即 
fanrd2r" vn)*C, 且 记 为 C 二 olayyasy 40); 当 nn 二 2 时 , 常 记 作 & = a10 as。 
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例 7.3.1 设 NN 是 非 负 整数 集 ,N: 到 NN 的 映射 规定 为 :ti 站 一 i+j, 则 了 是 4 
上 的 一 个 二 元 运算 ,其 中 i0j 一 /十 六 

定义 7,.3.3 设 | 是 一 个 非 空 集合 , 乒 ,fi ss 分 别 是 A 的 kis Rss ,上 &, 元 运算 ， 
是 正 整 数 ,i 一 1,2,…,s。 称 集合 4 和 运算 刻 ,f,,… ,六 所 组 成 的 系统 为 一 个 代数 系统 
《或 一 个 代数 结构 ) ,简称 为 一 个 代数 ,用 记 导 C4,fi,fi,…,/,) 表 示 。 当 4 是 有 限 集合 时 ， 
也 称 该 系统 是 有 限 代数 系统 。 

例 7.3.2 最 简单 的 一 个 代数 系统 是 ( N,S), 其 中 入 是 自然 数 集 , S 是 由 贝 安 诺 后 
继 函 数 定 义 的 N 上 的 一 元 运算 , 即 S(n) 一 2 十 1 。 

例 7.3.3 (ER, 十 ,，) 是 一 个 代数 系统 ,其 中 R 是 实数 集 ， 十 和 “。 是 通常 的 加 法 和 
乘法 运算 。 

例 7,3.4 设 4 是 一 个 非 空 集合 ,24 是 它 的 短 集 ,在 2* 中 定义 二 元 运算 十 和 “。 为 

B+C= BUC, BC= BNC, 

对 于 任意 B,CE2*,(2, 十 ,，) 是 一 个 代数 系统 。 

例 7.3.5 设 M,CR) 是 全 体 nXn 实 抢 阵 的 集合 ,M.(R) 中 的 二 元 运算 。 是 通常 的 
第 阵 莱 法 , 则 CM,《R)，。) 是 一 个 代数 系统 。 

例 7.3.6 设 A= falasy'*'s,an}， 4 中 的 二 元 运算 。 定 义 如 下 : 

对 任意 的 caiEd, aa 一 41; 则 ( 4,，) 是 一 个 代数 系统 。 

由 代数 系统 的 定义 可 知 , 一 个 代数 系统 是 由 一 个 非 空 集合 和 该 集合 上 的 若干 个 代数 
运算 结合 而 成 的 。 集 合 和 代数 运算 是 一 个 代数 系统 的 两 效 素 , 缺 一 不 可 。 

当然 ,广义 的 镜 , 一 个 代数 系统 可 以 由 若干 个 集合 称 这 些 集合 中 的 一 个 或 多 个 n 元 
运算 所 构成 ,不 过 在 本 书 中 我 们 主要 讨论 一 个 集合 , 同时 重点 讨论 由 一 个 或 两 个 二 元 运 
算 构成 的 代数 系统 。 

在 代数 系统 (X,，) 中 ,如 果 对 所 有 的 zi,zjEXX， 

Ti T= Ki A 

成 立 , 则 称 (X,。) 对 于 二 元 运算 。 适 合 交 换 律 。 

如 果 对 任意 zzirrEX， 

《zi 站 

成 立 , 则 称 代数 系统 (多 ,，} 对 于 ， 适合 结合 律 。 

不 难看 出 , 例 7. 3. 3 和 例 7. 3. 4 适合 结合 律 和 交换 律 , 例 7. 3. 5 和 例 7. 3. 6 适合 结 
合 律 , 却 不 服从 交换 律 。 一 般 说 来 ,一 个 代数 运算 并 不 一 定 适 合 交换 律 , 也 不 一 定 满足 结合 
律 , 因此 代数 运算 是 一 种 概念 更 一 般 的 运算 。 

如 果 ( 鞠 ,，) 对 于 ，。 适 全 结合 律 ,那么 也 一 定 适 合 多 个 元 素 的 广义 结合 律 ,可 以 在 表 
达 式 中 省 略 括号 ,例如 

CCT Te) Xr Ts 一 人 


这 样 ,可 以 令 z"= 二 z。xz，…，Zz, 并 称 为 z 的 n 光 竹 , 亦 即 x 可 定义 成 
TT 
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定理 7.3.1 车 (X,，) 对 二 元 运算 ， 适 合 结合 律 , 则 对 于 任何 正 整 数 xx 和 ,有 
.zw ， T= "1? 
2. (人 一 zx"。 
证 明 ; 对 % 进行 归纳 , 当 n=1 时 ,x* x 二 zx"*1,(x")1 二 zx”, 命 炎 正 确 ; 对 所 有 的 n 
假定 z = = 成立 ,那么 当 n= 十 1 时 ， 
ZE ti x) = A 
(x) Ce) CD) 一 Ta 一 ht 一 ZerD。 
因此 定理 得 证 ， 
定义 7.3.4 给 定 一 个 代数 系统 V 一 〈X,，) ,如 果 存 在 一 个 元 素 er (或 者 ex) EX， 
使 得 对 于 任意 元 素 xEX, 有 ei* 工 一 x( 玫 z+， en 一 zx), 称 e1( 或 en) 是 多 上 关于 运算 ， 
的 一 个 左 ( 或 右 ) 单 位 元 。 若 e 既是 左 单位 元 又 是 右 单位 元 , 则 称 之 为 单位 元 。 
例如 ,在 例 7. 3. 1 中 0 是 单位 元 , 例 ?. 3, 5 中 有 单位 元 71(n 阶 单位 矩阵 ), 例 7. 3. 6 
中 的 每 个 元 素 都 是 右 单位 元 ,但 没有 左 单位 元 ，。 
定理 7.3, 2 若 代数 系统 了 = 二 (XK,，) 有 左 单位 元 er ,又 有 有 单位 元 en, 则 @ = er 
ee 是 七 的 唯一 的 单位 元 。 
证 明 ， 因为 er 是 左 单位 元 , 故 Er ”eR 一 eay 又 因为 eR 是 右 单位 元 ， 故 er * EgR= er， 所 
以 ex 二 eg 一 e 是 单位 元 , 设 e' 是 关中 的 任 一 单位 元 , 则 e 一 ee 一 e ,因此 e 是 唯一 的 
单位 元 。 
定义 7.3,5 设 Y =(X,，) 是 有 单位 元 e 的 代数 系统 ,对 于 zxEX, 若 存在 一 个 元 素 
地 ,使 得 zx*。z = e, 则 称 x 是 左 可 逆 的 ,并 称 xz 是 x 的 一 个 左 首 元 :车 存在 z 皇 和 ,使 得 
Z "太一 e, 则 称 z 是 右 可 道 的 ,并 称 x* 是 x 的 一 个 右 道 元 ;车 x 既是 左 可 逆 又 是 右 可 逆 
的 , 则 说 x 是 可 道 元 。 
比如 例 7. 3.1 中 只 有 0 是 可 道 元 , 例 7. 3. 5 中 的 非 奇 异 矩 阵 都 是 可 道 元 。 
定理 7.3.3 设 代数 系统 中 一 (和 ,。) 具 有 单位 元 e , 且 适 合 结合 律 ,对 于 TEX，, xz 
有 左 道 元 二 ,又 有 右 道 元 如, 则 x 有 了 唯一 逆 元 x-!= x'= 二 xz" ,并且 (zz -一 >。 
证 明 ; 因为 4 zz 一 evy xz。*z 一 6 所 以 
X= "ee= x (XT) = (rr) =e*A" = to 
假定 x 有 两 个 道 元 a) 妇 则 "a 一 ey 56"z 一 es 于 是 
~ eb (ra = (Hr "a=era— a, 
因此 x ! 是 唯一 的 。 叉 由 于 zx:E 吕 上 且 有 唯一 道 元 z, 而 
T(r) = x) rl! = ee。 
因此 (x 1) 一 x。 
例 7.3.7 给 定 代数 系统 了 =(2, 十 ,X), 其 中 Z 是 整数 集 , 十 和 分 别 是 通常 的 
加 法 和 乘法 和 运算。 它们 适合 结合 律 和 交换 律 , 对 任意 a,8,cEZ 
(za 十 的 十 5 一 4 十 (十 训 。 
(axXB) Xer=axX Xe, 
Ab=b 二 +a, 
axb=bpXa, 
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同时 具有 单位 元 
2 十 0 一 0 十 4a := 一 aa。 
axXxXl=1xXa=a, 
即 0 对 于 加 法 是 单位 元 ,1 对 于 乘法 是 单位 元 。 
关于 逆 元 ,对 任意 aEZ， 
& 十 (一 和) 一 (一 4 十 一 0。 
即 对 于 加 法 ,一 a 是 a 的 逆 元 ;对 于 乘法 ,a ( 关 士 1) 不 存在 北 元 。 


7.4 同 构 与 同 态 


有 些 代数 系统 ,它们 除了 元 素 的 名 称 各 运算 符号 不 同 以 外 , 在 结构 上 是 没有 差别 的 ; 
还 有 些 代数 系统 ,虽然 在 结构 上 不 完全 相同 ,但 也 有 许多 相似 之 处 。 

定义 7.4.1 设 记 = (和 ,oo yo) 和 Vs 一 (7,op…，o) 是 两 个 代数 系统 , 若 
Os 各 or 都 是 [ 汪 元 运算 大 是 正 整 数 si=1] ,2 or, 则 说 代数 系统 Vi 和 Vs 是 同类 型 的 。 

例 7.4.1 设 A4={a5),B 一 {0,1 ),A 上 的 二 元 运算 十 和 上 二 元 运算 如 下 表 


+|ia #8 Xi 0 1 
ala 5 |10 1 
bp|lb a 1 1 0 


则 代数 系统 (4, 十 ) 和 (CB,X) 是 同类 型 的 。 进一步 考察 两 个 运算 表 , 发 现 若 将 4 中 的 元 索 
asb 分 别 用 0,1 替 覆 ,运算 符号 十 用 XX 替换 ,就 可 以 得 到 (B,X ?的 运算 表 。 这 表明 只 要 在 
刀 和 B 之 间 建 立 一 个 映射 了 ,其 中 (a) = 0 ,f(6) = 1 , 则 对 任意 zx,y€4， 
f(rz+y) = fx) x fy) 
成 立 。 这 时 也 说 映射 了 是 保持 运算 的 。 
定义 7.4.2 设 (X,。，) 和 (CY,*) 的 两 个 同类 型 的 代数 系统 ,f: 久 一 了 是 一 个 双 射 。 
如 果 对 任意 元 a,8E 和, 伍 有 
flarb) = fla)y # f(0), 
则 称 了 是 (X,。) 到 (7,* ) 的 一 个 同 构 上 映射 ,并 称 〈X,，) 与 (Y, * ) 同 构 . 用 多 生 Y 表 
不 。 
例 7.4.2 〈Z,, 十 ) 是 一 个 代数 系统 ,其 中 Z,= 10,1.2.3} 是 整数 模 4 同 余 所 确定 的 
等 价 类 和 集合 ,Z, 上 的 运算 十 定义 如 下 : 
i+7=i+j(mod 4)， 


其 运算 表 是 ， 


cl SE 一 | ll 十 
上 | kal | 1| Il 
S| wl NE {| 
P| | | | el 
Wl | | w|i 
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另外 设 Y = { abcrd } ,并 定义 了 上 的 运算 。 如 下 : 


(Y,，) 与 ( Zi, 十 ) 是 同类 型 的 代数 系统 。 现 定义 f:2Z, 一 YY 如下: 
fOral— b,2— c,3— d, 

可 以 判断 f 是 同 构 映射 ,因此 Z, 生 YY 。 

注意 ,定义 7.4.2 中 的 f 是 双 射 ,如 困 了 是 XX 到 Y 的 映射 ,就 相应 得 到 同 态 的 定义 。 

定义 7.4.3 设 (X,*) 和 (Y,*) 是 两 个 同类 型 的 代数 系统 ,f 是 X 到 的 一 个 映 
射 . 如 果 对 任意 的 a,6EX, 都 有 fla 5) = fla) * f(5), 则 称 了 是 (XX,*) 到 CY, * ) 的 
一 个 同 态 上 映射 ,简称 同 态 。 

根据 定义 可 知 f( 邓 ) 己 Y ,例如 图 7, ?7 表示 一 
个 间 态 f ,其 中 fz)=f(x2) 一 yr) 一 yaty1 
¥ 多 2 一 3o 

例 7.4.3 一 个 代数 系统 Vi 一 (Z ,十 ,X)， 
其 中 Z 是 整数 集合 ,十 和 X 分 别 一 般 的 加 法 和 乘 
法 运算 : 另 一 个 代数 系统 :一 (Z。, 十。， XX。) 中 ， 
Zo 二 (011, ,m 一 1} ,十 和 X。 分 别 是 模 产 的 
加 法 和 乘法 运算 , 即 

Zi 十 wz 一 十 as。 图 


XI X ws 一 Zi X To 
这 样 对 任意 整数 i 和 正 整 数 m, 可 定义 映射 A:Z 一 Zn。 如 下 
fi) = 
则 了 是 Vi 到 VY, 的 一 个 同 态 。 因 为 对 任意 的 i,jE2; 恒 有 
AGE 十 太一 但 十 旋 一 十 o = A) + 0), 
fxXD= XN -7X = fF Xa) 

如 果 f:X 一 了 是 从 (X,，) 到 (Y, * ) 的 一 个 同 态 ,那么 (fCX), * ) 是 不 是 一 个 代数 
系统 呢 ? 为 回答 这 一 问题 , 先 介 绍 一 个 定义 。 

定义 7.4.4 设 (S,，) 是 一 个 代数 系统 ,R 是 $ 的 一 个 非 空子 集 ,如 果 R 在 运算 。 
下 是 封 闪 的, 则 称 CR,，) 是 C5,。) 的 一 个 子 代数 系统 或 子 代 数 。 

定理 7. 4. 1 设 映 射 /:X 一 了 是 从 代数 系统 (X,。) 到 (CY，* ) 的 一 个 同 态 , 则 (f 
(X),% ) 是 (YY, * ) 的 一 个 子 代数 ,并 称 它 是 在 /作用 下 (X,，) 的 同 态 象 。 

证 明 : 由 于 了 是 式 到 Y 的 映射 , 故 KX)CY 。 设 任意 元 y1,y:E A(X), 则 一 定 存 在 
Ziy7z 生 大 ,使 Fr) 一 77za) 二 yo。 而 且 x * wi 二 XsEX 。 因此 yy#¥ y= f(x1) = 
fr2) 一 Artza) 一 TEf(X), 即 AX) 对 于 运算 * 是 封闭 的 。 定 理 得 证 。 
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定义 7.4.5 设 jJ; X 一 了 是 从 (XX,。) 到 (Y,* ) 的 一 个 同 态 ,如 果 

1. 了 是 单 射 , 称 f 是 单一 向 态 。 

2. 了 是 满 射 , 称 f 是 满 同 态 , 用 区 ~Y 表示 ,并 称 Y 是 的 一 个 同 态 象 。 
当然 如 果 了 是 双 射 , 它 就 是 同 构 。 同 构 是 同 态 的 一 种 更 特殊 的 情况 。 

例 7.4.4 设 B= {0,1),B 上 的 二 运算 由 下 表 给 出 : 


十 |0 1 
0 0 1 
111 0 
则 对 (2Z4, 十 和 (号 , 十 ) 两 个 代数 系统 而 言 , 设 映射 9;Z, 一 B 是 由 


0, > 一 0,2 时 。 
7? -人 z 一 了 ,3 时 。 
给 出 , 易 见 pg 是 (Z4, 十 中 到 (8B, 十 ) 的 一 个 满 同 态 。 
定理 7.4.2 给 定 代数 系统 (X,。) 和 (Y,* ), 其 中 ， 和 * 都 是 二 元 运算 ,。 设 :XX 
一 了 是 (XX,*， ) 到 (Y,* ) 的 满 同 态 , 则 
1. 如 果 。 是 可 交换 的 或 可 结合 的 运算 , 则 * 也 是 可 交换 的 或 可 结合 的 运算 。 
2. 若 (X,。) 中 运算 。 具 有 单位 元 e, 则 (Y , * ) 中 运算 * 具有 单位 元 .Fe)。 
3, 对 运算 ， ,如 果 每 一 个 元 素 zxE XX 都 有 逆 元 x !, 则 对 运算 * ,每 一 个 元 素 f(z)E€ 
Y 都 具有 北 元 f(x ')，。 
证 明 ， 
1. 因为 了 :下 ~ 了 是 满 同 态 , 所 以 能 把 Y 中 的 每 个 元 写成 f(x) 的 形式 。 如果 运 算 ， 
是 可 交换 的 或 可 结合 的 , 则 对 和 任意 fz) ,f(zs) ,f(xs)EY, 有 
FR) 站 Cr) 一 Fr， 一 了 ra) 
= (ze) * flr), 
CFOz) * Fr Fra)= fF (x ra) flrs) 
= CC X20) rs) 
= fre (Crs * T1)) 
= zx flrs" Ts) 
= f(r (fr) 关 flr3)), 
因此 运算 * 也 是 可 交换 的 和 可 结合 的 。 
2. 对 运算 ， 来 说 , 设 。e 是 单位 元 ,eEX, 则 对 任意 f(r)y EY,， 
Flr) * fle) = fr re) = f(r), 
ge) # f(r) 一 ez) = fx), 
因此 运算 * 具有 单位 元 f(e)。 
3. 同 理 , 设 x 是 多 中 的 任意 元 ,x"' 是 x 关于 运算 ， 的 逆 元 ,显然 x EX 和, 则 对 任意 
f(z)EY, 有 
fz) fT) = fxr) = fle), 
for) = flz) = fxr! 27) = fle), 
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因此 jx- 是 f(x) 的 道 元 。 

定理 说 明代 数 系 统 (X,。) 所 适合 的 一 些 运算 性 质 , 如 结合 律 , 交 换 律 . 可 道 律 等 ,在 
该 系统 的 任何 满 同 态 象 中 ,特别 是 同 构象 中 都 能 完整 地 保持 下 来 。 因此 如 果 已 经 获知 某 
代数 系统 的 运算 性 质 ,同时 证 明了 另 一 系统 Y 是 它 的 同 态 象 ,就 能 立刻 获知 系统 了 同样 
具有 这 些 运 算 性 质 , 而 无 需 逐 一 论证 。 

以 下 再 给 出 自 同 态 和 自 同 梅 的 定义 。 

定义 7.4.6 代数 系统 (下 ,，) 上 的 同 态 上 映射 ;站 一 XX 称 为 自 同 态 ; 若 f 是 同 构 映 
射 , 则 称 之 为 自 同 构 。 

例 7.4.5 已 知 代数 系统 V =(2Z+, 十 ),Z+ 是 正 整数 集合 ,十 是 普通 加 法 运算 。 设 
是 恒 等 映 射 , 即 对 任意 aE21, yla) 二 a, 显然 g 是 一 个 双 射 。 这 样 对 于 任意 的 bc E 
Z+, 有 

p84e) = Be = gh) + pc). 

因此 8 是 代数 系统 Y 的 一 个 自 同 构 。 

例 7.4.6 设 4 二 {1,2,3 }), 代 数 运算 * 定义 如 下 : 


那么 ,fi 一 2 ,2 一 1,3 一 3 是 (4，x* ) 上 的 自 闻 构 。 


习 题 七 


1. 设 fA 一 B. 其 中 A1=m,|B|=n, 当 Ca)m<n, tb)m=n ,lm>n 时 ， 
分 别 有 多 少 个 不 同 的 单 射 和 双 射 ? 
2. 证 明 若 f;A 一 8B,g:B8 一 C , 则 
(a) 当 fg 都 是 单 射 时 ,gy 也 是 单 射 。 
(b) 当 fg 都 是 满 射 时 ,gr 也 是 满 射 。 
(c) 当 fg 都 是 双 射 时 ,gf 也 是 双 射 。 
3, 设 A.B 是 两 个 有 限 集 , 且 14|==18|, 证 明 f;4 一 B 是 单 射 当 且 仅 当 f 是 满 射 。 
4. 令 4=(1,2… }fg 是 4 上 的 两 个 映射 ,是 否 可 能 gf = 而 fg 六 1a? 试 举 
一 例 说 明 。 如 果 /是 双 射 ,结果 又 是 怎样 呢 ? 
5, 令 FS 一 了 , 且 4. 旦 是 3 的 子 集 。 证 明 fC4UB) = AUACB) 了 (ANB) 
fA) 门 A(B) .并 举例 说 明之 。 
6. 已 知 一 是 4 上 的 一 个 等 价 关 系 ,A/~ 是 4 的 子 集 还 是 2* 的 子 集 ? 
7, 证 明 自 然 数 集 上 的 模 m 同 余 关 系 是 等 价 关 系 。 
8. 证 明基 RR 和 S 是 集合 4 上 的 等 价 关 系 , 则 RNS 也 是 等 价 关系 。 
9. 设 A = 二 11,2,31,4 }, 在 2* 中 规定 二 元 关系 一 ,，S~ 了 之 一 > 5.7 含有 相同 的 
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元 素 个 数 , 证 明 ~ 是 一 个 等 价 关系 , 写 出 商 集 24/~ 。 
10. 令 入 是 自然 数 集 ,N= NXN, 在 和 N: 上 定义 (as)~(c,d), 若 a 十 d = 5 十 ec; 证 
明 ~ 是 等 价 关系 。 
11. 代数 系统 Y 二 CR,* ) 中 ,R 是 实数 集 , 二 元 运算 * 分 别 定 义 如 下 : 
(a) ai¥ 如 2 一 {a 一 az | 四 
1 
(tb) 1 * 02 一 了 《01 十 dz) 。 
《cy a qs—= di/adso 
对 每 一 种 情况 ,CR, * ) 是 否 可 结合 或 可 交换 ? 是 否 含 有 单位 元 ? 如 果 有 ,RR 中 的 每 
个 元 素 是 否 都 是 可 逆 的 ? 
12. 设 KK 二 { e,a,bsc } 定义 二 元 运算 。 如 下 ， 


《天 ,。) 是 否 可 结合 的 ? 有 无 单位 元 ? 每 一 个 元 是 否 可 逆 ? 
13. 设 代数 系统 了 一 (X,，) 具 有 单位 元 e, 且 适合 结合 律 , 若 a,bEX 且 可 道 , 证 明 
2 "五 也 是 可 逆 的 ,并 且 ra， 到- 一 51。a-1。 
14. 两 个 代数 系统 (CN, * ) 和 ({ 0,1 }, * ), 其 中 N 是 自然 数 集 ，* 是 一 般 的 恨 法 运 
算 , 给 定 映 射 J,N> {0,1 }, 其 中 
1 ,车 nn == 2:(% 一 0,1,2,.)。 
0. 其 它 。 
试 证 是 CN,* ) 到 (( 0,1 ),* ?的 一 个 同 态 。 
15, 已 知 代 数 系统 (5,* ) 和 ( 己 ,。) ,其 中 8 = {apic }, PP = 二 {1,2,3), 二 元 运算 
分 别 定义 为 : 


fln) = 


试 证 它们 是 同 构 的 。 
16. 若 f: A—B 是 代数 系统 (4， 二 ) 到 CB， # ) 的 一 个 同 态 ， 而 CAis* ) 是 (4， . ) 的 
一 个 子 代数 ,证 明 4 在 f 下 的 象 是 (B, * ) 的 一 个 子 代数 。 
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第 八 章 群 


代数 系统 中 最 简单 的 是 只 具有 一 个 二 元 运算 的 系统 ,本 章 将 要 介绍 的 半 群 . 么 群 和 
群 ,都 是 这 样 的 代数 系统 。 群 是 抽象 代数 的 重要 分 支 。 在 许多 自然 科学 ,包括 计算 机 科学 
中 都 得 到 了 广泛 的 应 用 ,比如 在 形式 语言 、 自 动机 理论 以 及 编码 理论 中 都 使 用 了 半 群 、 么 
群 和 群 的 概念 。 


8.1 半 群 


由 代数 系统 的 定义 可 知 ,其 二 元 运算 一 定 是 封闭 的 。 通 过 进一步 观察 可 以 发 现 , 有 些 
代数 系统 中 的 二 元 运算 服从 结合 律 , 这 类 代数 系统 称 为 半 群 。 

例 4.1.1 代数 系统 (Z+ ,十 ) 中 ,Z+ 是 正 整 数 的 集合 ,十 是 普通 的 加 法 运算 , 则 对 任 
意 的 a,b,cE21 (0a 十 六 十 c 一 aa 十 (十 CEZ+。 

例 &.1.2 设 4 是 一 个 非 空 集 , 对 任意 的 ec,gE4, 规 定 a 8 一 六 则 "是 4 上 的 一 
个 二 元 运算 ,并 且 (a ,c=b，c 二 ec 二 a ，C 二 a" 8，c), 即 运算 ,适合 结合 律 。 

例 8.1.3 (R" ,二 ) 是 一 个 代数 系统 ,其 中 R* 蚌 非 零 实数 集 ,二 是 除法 运算 , 任 取 
arbscER’ ,a 天 (a 二 耻 二 ce, 它 不 满足 结合 

例 8.14 设 5={1,2},S 到 自身 的 变换 集合 MCS) 包 含 以 下 4 个 变换 ， 


bb 
其 中 a 是 恒 等 变 换 。 可 以 验证 M(S) 中 的 乘法 表 如 下 ， 
。 B 


a 


和 只 说 六 
a < a iI< 
a S11 


Q RN wm 


， 满足 结合 律 。 例 如 (Bo) oY = 7 一 7 9， (av 门 一 8 一 7。 

定义 8.1.1 设 S 是 非 空 集合 ,， 是 3 上 的 一 个 二 元 运算 ,如 果 ， 满足 结 合 律 , 则 代 
数 系统 (S,。) 称 为 半 群 。 

换 句 话说 ,如 果 对 于 任意 的 apicES, 若 人. 人。 c 一 ae。 全 :ce) 成 立 , 则 称 (3，，) 
为 半 群 。 

例 8.1.1 和 例 8. 1. 2 是 半 群 , 例 8.1.3 不 是 半 群 , 例 8.1.4 是 半 群 ,进一步 观察 发 现 
“是 其 中 的 单位 元 。 对 于 有 单位 元 的 半 群 , 称 之 为 含 么 半 群 。 

定义 8&1.2 若 半 群 C(M,。) 中 有 单位 元 e 存在 , 则 称 (M,，) 是 一 个 含 么 半 群 或 简 
称 么 群 。 
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么 群 有 时 也 用 三 元 组 (M,。,z)? 表 示 ,M 表示 非 空 集 合 ,。 是 M 上 的 二 元 运算 , 且 适 
合 结合 律 ,e 表示 对 中 关于 运算 。 的 单位 元 , 即 a，e 二 e，4 二 4。 为 方便 起 见 ,可 以 直接 称 
M 为 么 群 , 同 时 经 常用 ab 表示 a "并 称 为 a 与 和 的 乘积 。 

例 8.1.5 (NM, 十 ,0) 是 么 群 , 其 中 是 非 负 整 数 集 。 

例 8.1.6 〈,X，,1) 是 勾 群 。 

例 8.1.7 (2Z ,十 ,0) 和 (2Z,x ,1) 是 么 群 , 其 中 2 是 束 数 集 。 

例 8.1.8 设 M={1,2,…,10}),MAX 和 MIN 都 是 M 上 的 二 元 运算 ，M 对 这 两 个 
运算 都 是 封闭 的 ,而 且 MAX Ca,MAX(b.c)) 二 MAXC(MAX ab) ,ee) MIN (a, MING, 
= 二 MINCMIN (ac) ,因此 CM ,MAX,1) 和 CM,MIN,10) 都 是 乏 群 。 

例 8.1.9 设 2 是 4 的 全 部 子 集 的 集合 ; 则 (2*,U ,@) 和 (2, 门 ,4) 都 是 么 群 。 

例 8.1.10 设 (Z), 表示 一 切 元 素 为 整数 的 n 阶 方 阵 的 集合 , 则 (2Z), 对 于 矩阵 莱 法 
作成 一 个 么 群 , 基 中 单位 元 是 x 阶 单位 矩阵 了 。 

例 8.1.11 设 2 一 10,1,…,m 一 1} 是 模 m 同 余 的 等 价 类 集合 ,， 是 Z,。 上 的 模 m 
加 法 运算 , 它 有 单位 元 0, 因 此 (2,,，,0) 是 一 个 乏 群 。 

定义 8,1.3 设 (M ,，,e) 是 一 个 乏 群 , 若 ， 适合 交换 律 , 则 称 好 是 交换 么 群 。 

例 8.1.5 到 8,1,11 中 , 除 8.1,10 以 外 都 是 交换 么 群 。 由 于 和 矩阵 乘法 不 适合 交换 律 ， 
因此 例 8, 1, 10 不 是 交换 乏 群 。 

令 alyaz…a* 是 么 群 M 中 的 一 个 元 素 序 列 , 如 果 不 改 变 元 素 的 次 序 , 那 么 可 以 确定 
多 种 二 元 运算 的 合成 ,比如 n 一 4, 可 以 有 

Cad)a)a (Aaaa3) a aa) ag) a aaa)a) a ta a0)) 

不 失 一 般 性 ,可 以 把 该 序列 分 为 两 个 子 序列 aj yas yan 和 anal<m < 来 
得 到 a ,4s,"… ,a 的 习 积 ,假定 我 们 已 经 分 别 知 道 4,… ,as: 和 as;，"… ,a 的 乘积 ,那么 
它们 之 间 运 算 合成 的 结果 就 是 次 序 为 a ,…,a, 的 4 中 的 一 个 元 素 , 由 于 二 元 运算 适合 结 
会 律 ,所 以 当 m 的 取 值 范围 在 1 和 一 1 之 间 时 ,使 用 归纳 法 可 以 证 明 这 些 结果 都 是 相同 
的 。 

当 nn 二 2 时 ,结论 为 真 。 


设 小 于 时 结论 为 真 , 当 等 于 时 , 设 最 后 一 次 计算 是 在 [| a, 和 [| 0, 之 间 进 行 
的 ,因此 


于 是 我 们 有 
定理 8. 1. 1 如果 二 元 运算 。 适 合 结 律 ,那么 也 适合 广义 结合 律 。 
如 果 所 有 的 一 a 可 以 记 aaz…e, 为 a", 并 称 为 a 的 n 次 奢 。 由 定理 8,1.1 显 见 
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Qi = a fo 一 
其 中 定义 a'=e , 即 MY 中 的 单位 元 。 

如 果 a 是 1 中 的 一 个 可 道 元 ,那么 一 定 有 az E 好 .于 是 ee ie wa!(n 个) 可 以 表 
示 为 (a -3 一 4 ”当然 “一 (ao 也 是 成 立 的 .因此 上 式 中 的 ma 在 整数 范围 内 取 值 都 
是 成 立 的 。 

定义 8.1.4 设 CM,，。,e) 是 一 个 么 群 ,车 存在 -- 个 元 案 8EM, 使 得 对 任意 aEM， 
a 都 可 以 写成 g 的 方 矫形 式 , 即 a 一 pg” Gm 是 非 负 整数 ) ,出 称 CM,，，,e) 是 一 个 循环 么 群 ， 
且 并 称 g 是 M 的 一 个 生成 元 。 

例 8.1.11 中 , 邻 g==1, 则 2=1+:] 二 01):,0== 0 ,7, 因 此 (2,;，.0) 是 循环 乏 群 ,1 
是 一 个 生成 元 。 

定理 8.1.2 循环 么 群 是 可 交换 么 群 。 

证 明 : 设 g 是 循环 勾 群 中 的 一 个 生成 元 , 则 对 任意 oa6E NM 有 ae 一 的 光一 各 mo 区 
0), 由 于 二 元 运算 适合 交换 律 ,因此 

ud = gg =" = pg = ba, 
所 议 循 环 乏 烙 是 可 交换 的 。 

以 下 再 引入 子 半 群 和 子 么 群 的 概念 。 

定义 8.1.5 设 (S,， ) 是 一 个 半 群 ,TC5, 在 运算 。 的 作用 下 如 果 耳 是 封闭 的 , 则 称 
(T,。) 是 43,，) 的 子 半 群 。 

定义 8.1.6 设 (M,，，,e) 是 一 个 么 群 ,了 三 好 ,在 运算 ， 的 作用 下 如 果 了 是 封闭 的 ， 
且 eET, 则 称 (T,。,e) 是 CM,，,e) 的 子 么 群 。 

比如 在 例 8. 1, 1 的 半 群 (2Z7 ,十 ) 中 ,mE27, 设 了 T 了 是 mm 的 正 整 数 倍 的 集合 , 则 (7'， 
十 ) 是 (2Z7 ,十 ) 的 子 半 群 ,又 如 么 群 (w,X,1) 中 ,mm EN 设 了 是 产 的 非 负 整数 倍 的 集 
合 , 如 果 闫 关 1, 则 了 中 不 全 元素 1; 故 (T,X ) 不 是 入 的 子 么 群 ,而 是 其 子 半 群 ,但 当 m= 
1 时 ,了 = 六 ,因此 (了 ,，。 ,1) 是 N 的 子 么 娠 。 

例 8.1.12 设 (M,。,e) 是 一 个 么 群 , 则 人 ie。 和 (M，。e) 都 是 对 的 子 么 妊 ， 
称 为 平凡 子 乏 群 。M 中 除了 自身 以 外 的 子 么 群 称 为 真子 么 群 。 

例 8.1.13 设 对 ={a,b1c}, 允 "是 非 空 字符 内 的 集合 ,三 " 一 $U 车 *，。 是 字符 的 联 
接 运 算 , 则 ( 立 7，，) 是 一 个 半 群 ,( 立 ` ,，， ,凡是 么 群 。 若 立 ' 是 村 “中 所 有 不 仿 字 母 a 的 字 
符 串 集 合 , 则 (EE',，) 是 纪 * 的 子 半 群 , (2 UU#8,， ,和 办 是 "的 子 么 群 。 

例 8.1.14 设 (4) 表示 一 切 元素 为 有 理 数 的 = 阶 方 阵 集 合 , 则 集合 (A), 对 于 和 矩阵 
乘法 作成 一 个 么 群 , 其 中 单位 抢 阵 了 是 单位 元 . 例 8.1.10 的 (Z)。 是 它 的 一 个 子 么 群 。 令 
了 =({(a)EtZ) | 若 i 委 1 则 o=0} 即 了 是 元 素 为 整数 的 下 三 角 征 阵 的 集合 , 则 了 对 
于 算 阵 乘法 封闭 。 但 由 于 I 全; 所 以 了 是 (2), 的 一 个 和子 半 群 ,而 不 是 子 么 群 。 

由 于 么 群 M 中 的 单位 元 e 是 唯一 的 ,因此 仅 当 其 子 半 群 全 中 含有 时 ,7' 才 是 子 乏 
群 。 

将 一 般 代 数 系统 的 同 态 . 同 构 概 念 应 用 在 半 群 和 么 群 上 ,可 以 得 到 如 下 定义 ， 

定义 8.1.7 设 (4,…)、 8.x* ) 是 两 个 半 群 ( 勾 群 ), 了 是 4 到 如 的 一 个 映射 ,对 于 
任意 a,pE4, 若 Fa 曰 一 fa) x# 0 成立 , 则 称 了 上 是 从 半 群 ( 么 群 )4 到 半 群 ( 乏 群 )B 
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的 同 态 映 射 ,简称 同 态 。 若 沽 分 别 是 单 射 . 满 射 和 双 射 时 ,分 称 /是 单 同 沪 、 满 同 态 和 同 
构 。 

例 8.1.15 (CR, 十 ,0) 和 (C*，。,1) 是 两 个 么 群 。 其 中 R 是 实数 集 ,C * 是 非 0 复数 

集 , 令 了 0 5?, 则 对 任意 的 a+bERR, 有 
(ae 十 的 一 Cat 人 一 时 人生 一 Eee) 
因此 是 RR 到 CC: 的 同 态 ， 

如 果 fF 是 乏 群 A 到 8 的 同 态 , 那 么 它 不 但 保持 运算 ,而 且 一 定 将 4 中 的 单位 元 映射 
到 B 的 单位 元 ,否则 即使 了 保持 运算 ,也 不 称 为 同 态 。 

例 8.116 (2,* ,1) 和 ({0},，,0) 是 两 个 么 群 , 令 fu>0, 则 了 是 Z 到 {10} 的 
一 个 观 射 ,同时 满足 f(a ， 候 = 二 f(a)， 了 (06), 因此 f 是 一 个 同 态 。 另 外 ,虽然 g: a 一 0 也 
是 Z 到 ZZ 的 一 个 映射 , 它 同样 满足 gla， 56) 二 gta)，g(65), 但 是 g 不 是 Z 到 Z 的 同 态 ， 
因为 gt1)=0, 而 0 不 是 Z 中 的 单位 元 。 

定理 8.1.3 设 /是 从 代数 系统 (4,。) 到 (8 * ) 的 满 同 态 , S 是 4 的 非 空子 
集 。f(S) 表示 S 中 的 元 素 在 了 下 的 象 的 集合 , 即 (5)= {f(a)laES}, 那么 

1. 车 (5,，- ) 是 半 群 , 则 CfCS), * ) 也 是 半 群 。 

2, 若 (S,，) 是 么 群 , 则 (ACS),* ) 也 是 么 群 。 

证 明 : 显然 /CS) 是 非 空 集合 .要 证 明 Cf05), * ) 是 半 群 ,只 要 证 明 AS) 对 运算 * 是 
封闭 的 , 目 * 在 .A(5) 上 适合 结合 律 。 对 于 任意 a .5 ,co'EA(S), 必 有 a,5b,cES, 使 f(a) 
一 gf ;f(b) 一 bflc)==c! ,由 于 了 是 同 态 ,因此 

a¥x y= fa 7) 一 了 avB)。 
由 于 S 是 半 群 , 所 以 a5€5, 即 f(ab)€ fA(S), 可 知 了 (S) 对 于 运算 * 是 封闭 的 。 再 者 , 因 
为 
a (bx ed)= flay x (fb) rc)) 一 aa fb se) 
= f(ab:e), 
(as Bx c= (Fax FED fo) = fa bx fe) 
= flla rb) ce), 
由 于 S 是 半 群 , 易 知 a* (Bc 二 (a*5)，e, 因 此 (Bc ) 二 (a 六)#* ec'y 即 x 在 
f(tS) 上 适合 结合 律 , 故 (CS), * ) 是 半 群 。 

对 第 二 部 分 ,只 需 再 证 明 (.Fs), * ) 也 有 单位 元 。 因 为 (5S,，。) 是 么 群 , 故 (S，，) 中 有 
单位 元 e, 令 Fe)=e ,feYE (0S), 因 此 对 任意 a'€ FS)。 

ex ll 一 ea fla)= flea) = fa) = a, 
a # El 一 Fax fle) = flae) = fa) = a', 
所 以 e 是 (fCS),* ) 中 的 单位 元 , 故 (7(S),* ) 是 么 群 。 

作为 定理 8.1. 3 的 特例 ,可 以 得 到 以 下 推论 : 

推论 : 设 了 是 从 半 群 { 么 群 )(C4,。) 到 代数 系统 (8, * ) 的 满 同 态 ,(S,。) 是 (4,。 ) 的 
子 半 群 ( 子 勾 群 ), 则 有 

1.(8,* ) 是 半 群 ( 么 群 )。 

2. (FS),* ) 是 (B,* ) 的 子 半 群 ( 子 么 群 )。 
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它 说 明 一 个 半 群 或 么 群 的 同 态 象 仍然 是 半 群 或 么 群 。 


8.2 群 , 群 的 基本 性 质 


定义 8.2.1 设 G 是非 空 集合 , :是 G 上 的 二 元 运算 ,车 代数 系统 (G，， ) 满 足 
1. 适合 结合 律 , 即 对 任意 和 的 a,6,cEC, 有 
(ap)c = atbhc) 
2. 存在 单位 元 , 即 对 任意 aEG,ae=ea 一 a。 
3.G 中 的 元 素 都 是 可 逆 元 。 即 对 任意 aEG, 都 存在 a-'EG ,使 得 
a 14 一 CC 一 6 
则 称 代数 系统 (C,。) 是 一 个 群 ,或 记 为 (G,，,e)。 
为 方便 起 见 , 常 用 G 表示 群 (G,。)。 由 定义 可 知 群 也 必定 是 名 群 。 因 此 也 可 以 将 群 
定义 如 于 ; 
定义 8.2.2 设 (G,，,e) 是 合 么 半 群 ,e 是 其 单位 元 ,如 果 对 任意 aEG, 都 存在 逆 元 
a 和 EC, 使 得 
a ia=aa !—~e 
成 立 , 则 称 G 是 一 个 群 。 换 言 之 ,G 是 所 有 元 素 都 可 逆 的 含 乏 半 群 。 
定义 8.2.3 若 群 G 的 二 元 运算 ， 满足 交 换 律 , 即 对 任意 的 a,5EG, 都 有 a5=ba 则 
称 G 是 交换 群 ,或 阿 贝 尔 (Abel) 群 。 
规定 集合 G 的 基数 就 是 群 (G,。) 的 阶 , 当 阶 为 某 一 整数 时 , 称 该 群 是 有 限 群 ， 否则 
为 无 限 群 。 
例 8.2.1 (QQ, 十 ,0) 是 群 ,其 中 是 有 理 数 集 ,对 任意 元 <E 外 ,都 有 一 aEQ, 即 a 
十 (一 4 一 (一 4 十 4 一 0。 
例 8.2.2 (@Q- ，' ,1), 其 中 @@* 是 非 0 有 理 数 集 , 对 任意 acQ' ,都 有 二 EQ' ,使 < 


和 过 一 过 2 一， 因此 *， . ,1) 是 元 限 群 。 


例 8.2.3 (2Z,, 十 ,0) 是 一 个 群 , 称 为 璋 余 类 加 群 ,对 Z. 中 的 任意 元 i, 都 有 逆 元 


例 8.2.4 设 MM 是 平面 上 关于 原点 O 的 旋转 的 集合 ,旋转 的 合成 运算 如 常 ,旋转 一 
个 角度 6 可 以 用 解析 方法 表示 戌 从 (Cz,y) 到 (x',y ) 的 一 个 上 映射 pe; 其 中 
Tz = Tc0s 0 — ysin 0, y = zsin 6 + ycost, 
恒 等 映射 是 pp-。, 对 每 一 个 旋转 角度 8 所 对 应 的 映射 ps, 都 有 它 的 逆 p-,, 因 此 M 是 一 个 
群 。 
例 8.2.5 (RF, 十 ,0) 中 ,RS 是 三 维 殉 几 里 得 空间 ,十 是 通常 的 向 量 加 法 运算 ,其 中 
0 二 (40,0,0)。 对 于 任意 (zx ,yz)ER ,都 有 (一 zx, 一 y ,一 z)E RY ,使 得 (xz,y,z) 十 (一 z， 
一 yy 一 2) 二 (一 ZT 一 J 一 2 十 (Try12Z) 二 (0,0,0) ,因此 (CRY, 十 ,0) 是 群 。 
有 时 M 上 二 元 运算 的 结果 并 非 很 有 规律 性 ,这 时 我 们 经 常 依据 乘法 表 判 断 1 是 否 
为 一 个 代数 系统 ,如 果 是 ,还 可 以 判断 它 是 否 为 半 群 , 乏 群 ,还 是 群 。 
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例 8.2.6 设 M={a,b,c},M 上 的 运算 ， 的 丧 法 表 如 下 : 


> 
ns mm A |IS 
A | 
Tm DA nN |In 


试 对 CM，。，) 加 以 判断 。 
首先 ， 的确 是 M 上 的 二 元 运算 ,其 次 考察 结合 律 是 否 成 立 ,。 从 表 中 可 见 , 对 任意 xzE€ 
Ms,xa 一 ax 一 x ,所 以 zx、y.z 中 只 要 有 一 个 元 是 a, 它 必 满 足 结合 律 , 若 +,y, < 是 上 和 < 
时 ,只 有 
bbbbbcbecoe dec cobwrbewrebrre, 
8 种 情况 ,经 一 一 考察 ,它们 也 都 适合 结合 律 。 比 如 (Bc)c 一 ac 一 cb(ce)= 冲 =c。 因 此 CM， 
" ) 是 半 群 ,同时 因为 a 是 单位 元 ,所 以 CMH,' ) 是 么 群 。 
由 于 aa 二 ayter 二 中 一 a 所 以 a :二 a,68"1' 一 cor ' 一 5b, 即 每 一 个 元 都 有 道 元 , 故 
“) 是 一 个 群 ,而 且 是 阿 贝 尔 群 。 
8.2.7 设 天 ,一 {ea;5,c}, 开 ,中 的 乘法 表 如 下 ， 


nN SR 

~" 全 有 | 
六 | 全 

tv] 他 ~ | 
A mn | 


om 


可 以 验证 该 运算 适合 结合 律 ,e 是 单位 元 ,对 任意 zxE 天 rzr :一 rz 所 以 (K:，，) 是 群 ,而 且 
是 交换 群 , 称 之 为 Klein 四 元 群 。 

如 前 所 述 , 如 果 么 群 如 中 的 所 有 元 都 可 逆 , 则 型 是 群 . 但 是 有 的 么 群 M 中 只 有 一 部 
分 元 素 可 道 ,那么 M 中 所 有 可 逆 元 构成 的 子 集 G 是 不 是 一 个 群 呢 ? 回答 是 肯定 的 ,因为 
eMe"e=e, 所 以 e 是 可 道 元 , 即 G 是 非 空 集 , 设 任意 的 x;,yEG、 有 


1 


(zy T= Tyy rr) = ryy Dr ') 
= rx(lex 和 一 Ar 一 en 
(yr OZ 一 ?ZIz3y)》 = YY (x ZJ) 
一 2 (ey)—=y y=e,。 
因此 zyEG, 故 G 关于 二 元 运算 是 封闭 的 。 
间 时 也 说 明 若 aEG, 则 a EG, 因 此 G 是 一 个 群 。 
例 8.2.8 【CR ,了 1) 中 ,CR) 是 所 有 nnXn 阶 的 实 矩 阵 的 集合 , 则 (R), 是 么 群 ; 设 
G 是 全 体 nXn 阶 实 可 道 答 阵 的 集合 , 则 G 是 (R)。 的 子 集 , 且 构成 群 。 
例 8.2.9 例 8,1.4 中 MMS) 是 一 个 么 群 , 它 有 单位 元 一 和 恒 等 变换 x。 但 不 是 群 . 因 
为 了 和 纺 没 有 逆 元 。 但 是 令 C 一 {a,8), 则 G 构成 群 。 
由 于 群 是 特殊 的 勾 群 ,所 以 它 有 双 群 的 一 切 性 质 。 
定理 8.2.1 设 G 是 一 个 群 , 则 
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1.G 中 的 单位 元 唯一 。 

2. 0 中 任 个 元 素 都 有 办 一 的 诬 元 。 

3. 指数 律 成 立 , 即 对 于 任意 a€G, 设 m,n 是 任意 痢 数 ,有 

dQ” Aa", Ca”) = oa”, 

4. 和 荷 ab 二 ba, 则 dap)"==a*b 

定理 8. 2.2 设 半 群 (G,，) 有 一 个 左 单位 元 e, 且 对 每 一 个 元 <EG，, 都 有 左 逆 元 
a EC: 使 ex=e 成立 , 刚 避 是 群 。 

证 明 : 因 为 

de 一 eae 一 《Te Vala la) = (a ) (a tea la) 
= (a Dea Da= (ta) la Na= ea= ua, 

所 以 。 也 是 右 单 位 元 。 间 理 醋 证 a -也 是 a 的 右 道 元 , 设 a' 是 a ! 的 左 逆 元 ,于 是 有 


] 1 


2 一 epl = (aa aa’! = a'(la a)a 


一 fa'eya 1 一 Ca 1 


一 e。 
因此 G 是 群 。 
定理 8.2.3 设 (G,， ) 是 半 群 ,如 果 对 G 中 任意 两 个 元 素 a ,5 方程 az 一 志和 ye 一 二 
在 G 中 都 有 解 , 则 是 一 个 群 。 
证 明 :因为 ya 二 6 , 且 上 5 任意 ,所 以 ye 一 a 在 G 中 有 解 , 设 e 是 ya 二 a 的 一 个 解 。 对 
方程 ax=6, 设 x 是 其 中 的 一 个 解 ,那么 对 任意 的 B， 
eb = ela7x') 一 (ee)z 一 Ga 一 帮 。 
所 以 。 是 左 单位 元 ;再 者 因为 对 任意 的 aEG,ye=e 有 解 y ,所 以 y 是 a 的 左 着 元 。 由 定 
理 8.2.2,2 是 群 . 
如 果 (G,，，,e) 是 一 个 群 , 由 于 每 个 元 都 有 逆 元 ,所 以 左 、 右 消去 律 对 于 群 的 运算 是 成 
芯 的 。 也 就 是 说 ,对 任意 的 a,b,cEG， 
ab= ac =>b=e, 
pa 一 ca = 之 per, 
这 尾 因 为 
由 qb 二 ac 两 边 左 乘 a :得 b=c . 类似 可 证 第 二 式 。 
定理 8.2.4 设 忆 是 一 个 群 ,对 G 中 的 任意 元 素 4a,5 伍 有 : 
(a ly lia, (ap) ! = ba!, 
证 朋 ; a 'a=e， 
“(ld ‘=a, 
ab la !=e, 
ab =pb a !, 
设 4 态 有 限 群 G 中 的 一 个 非 单位 元 ,由 消去 律 ,一 定 有 a 头 a, 即 a? 是 中 的 另 一 个 
元 素 , 因 此 ,aya', sar !,a'==e 是 G 中 不 同 的 元 素 , 其 中 是 满足 at 一 e 的 最 小 正 整数 。 
定义 8.2.4 设 a 是 GG 中 的 一 个 元 素 , 若 有 正 整 数 六 存在 ,使 a+=e, 则 满足 a* 二 e 的 
最 小 正 穆 数 k 称 为 元 素 a 的 阶 (或 周期 ), 记 为 Ota) ,并 称 a 是 有 限 阶 元 素 。 
比如 在 《26, 十 ,四 中 ,元 素 代 "一 0, 所 以 OCT)=10, 虽然 (2)2 一 0, 但 (2)5 也 为 0, 因 
"154* 


此 O42)=5。 

定理 8.2.$5 设 a 是 群 忆 中 的 一 个 > 阶 元 素 , 是 正 整数 , 则 

1,at 二 e, 当 且 仅 当 rlk。 

2.04a> 一 O4a '), 

3.r&|G|。 

证 明 : 先 证 第 一 部 分 ,充分 性 ,因为 rlk, 所 以 存在 整数 m, 使 二 rm, 于 是 

a 二 a”= (a)”"=e"—e, 
必要 性 。 若 洗 一 < 由 带 余 除法 一 定 存在 整数 p,g, 使 上 =pr 十 9, 《09<r), 于 是 a' 一 a”* 
= 一 09 一 (or)204 一 人 一 2 因为 > 是 wa 的 阶 , 所 以 9 一 0, 故 | 有 。 

再 证 第 二 部 分 , 设 上 Da)=r,O(a-0) 王 六 ,出 定理 8.2.1 中 3,(e =(4a) !=e， 
“rr ,类似 可 证 rz|r' ,r= 二 7r'。 

最 后 , 设 e 二 a ,a,…* ,a ! 中 如 困 有 两 个 元 素 是 相同 的 ,比如 a'=a! 其 中 01 过 jr， 
则 有 a 让 '=e; 即 0 之 ji<<r, 与 a 的 阶 是 + 相 蔬 盾 ,。 因此 eya,…,a”! 是 G 中 > 个 不 同 的 元 
素 , 故 7 所 1G|。 

上 -一 节 中 曾经 介绍 过 子 半 群 和 子 么 群 ,对 于 群 , 也 相应 有 子 群 的 概念 。 

定义 8.2.5 设 五 是 群 如 的 一 个 非 空子 集 , 若 忆 对 于 G 的 运算 仍然 构成 群 ; 则 称 豆 
是 C 的 一 个 子 群 , 记 为 H&G。 

根据 定义 ,G&G ,ie} 志 GG, 它们 称 为 G 的 平 几 子 群 , 若 G 的 子 群 妃 和 关 C, 则 称号 是 C 
的 真子 群 , 可 用 五 <G 表 之 。 

例 8.2.10 (2Z, 十 ,0) 是 一 个 群 , 设 本 是正 整 数 x 整 倍数 的 集合 , 则 (T, 十 ,0) 是 (Z， 
十 ,0) 的 一 个 子 群 。 

例 和 2.11 设 G 是 全 体 nXn 阶 实 可 逆 矩 阵 的 集合 , 它 对 矩阵 乘法 构成 群 。 令 已 是 
行列 式 值 为 1 的 矩阵 集合 , 则 五 <C, 即 妃 是 C 的 一 个 子 群 。 

作为 群 , 子 群 一 定 具有 群 的 性 质 * 作 为 某 个 群 G 的 子 群 , 它 应 该 与 G 有 一 定 的 联系 。 

定理 8.2.6 互 是 C 的 子 群 的 充 要 条 件 是 ， 

1. HH 对 的 乘法 运算 十 封闭 的 , 即 对 任意 的 a,5E 昌 ,都 有 abEH，。 

2. 于 中 有 单位 元 e', 且 e'=e。 

3. 对 任意 的 a€ 瑟 ,都 有 a !EHH, 且 a ! 是 a 在 G 中 的 逆 元 。 

证 明 : 由 子 群 和 和 群 的 定义 可 知 五 对 G 的 运算 是 封闭 的 , 且 有 单位 元 e' ,对 任意 eE 
如 ,都 有 a 'E 五 。 因为 在 G 中 ,e'e==e' ,在 吾 中 ,e'e' = 二 e' 所 以 ee=ew。 由 消去 律 得 到 ee 
二 e。 再 设 a 在 态 中 的 道 元 是 a ,在 避 中 的 道 元 是 a ', 则 aa 一 ce 一 二 aa', 故 a 一 2 ;这 
就 证 明了 必要 性 ,充分 性 是 显然 的 。 定 理 得 证 。 

我 们 可 以 将 定理 中 的 三 个 条 件 加 以 合并 ,得 到 

定理 8.2.7 的 非 空 子 集 恕 是 G 的 子 群 的 充 要 条 件 是 ;对 任意 的 a,5E 玉 ,都 有 
ab EH, 

证 明 : 必 要 性 ,因为 a,6E 如 ,上 且 厂 是 子 群 ,所 以 b"'E€ 晶 ,由 于 昌 对 季 法 封闭 , 放 ab” 
筷 互 。 充分 性 ,只 要 证 明石 满足 群 的 条 件 即 可 , 令 86 一 a, 则 aa = 一 eE 石 , 即 豆 中 有 单位 元 
e。 对 于 任意 的 AE 所 ,有 上 一 AIE 瑟 . 即 豆 中 任意 元 素 的 道 元 也 在 已 中 ;最 后 ,对 任意 

» 155* 


apE 已 ,因为 IE 五 ,所 以 ea 全 E 五 , 即 m4E 理 , 故 豆 是 封闭 的 ,因此 龙 是 G 的 子 
群 。 

这 些 定理 对 判断 G 的 子 集 是 否 为 子 群 有 时 是 十 分 方便 的 。 

例 8.2.12 设 G=(Z, 十 ,0), 吾 一 {iE1EEZ)m 是 茶 个 自然 数 , 则 五 是 G 的 一 个 子 
群 。 

证 明 : 设 za,bE 媚 ,ae 一 鸡 5 一 县 则 < 十 5 一 2 有 十 大 五 , 故 吾 是 封闭 的 ,又 因为 
一 & 一 一 ?一 (一 &) 后 五 上 且 ( 一 <) 十 ea 一 2 十 (一 4 一 0 各 瓦 , 即 五 中 有 单位 元 0, 每 个 元 
都 有 逆 元 一 a€ 瑟 ,由 定理 8, 2. 6 得 证 妃 委 G。 

例 8.2.13 设 五 8 是 G 的 两 个 子 群 , 则 五 = 囊 门 瑟 : 也 是 G 的 子 群 。 

证 明 : 因 为 G 的 单位 元 eEHiyH2, 故 eEHiNH= 吾 , 即 如 是 G 的 非 空子 集 , 任 设 
abEH, 则 a,bE Hab 人 EHH; 由 定理 8,.2,7 有 ab 1EHi,ab 1E€ 昌 ;, 因 此 a6 EA, 所 
以 五 是 G 的 子 群 。 

例 8.2.14 设 a 是 群 G 中 的 任 一 元 素 , 则 

《a) = 二 {ear|k E 2} 是 G 的 子 群 。 

证 明 ; 因 为 a=e€ ta), 所 以 4a) 非 空 。 对 任意 a”,a”E la} ;由 于 

Cnmfan -1 一 Come * ~ a ”EE (a), 
由 定理 8, 2.7:,(e)<G。 

G 的 子 群 (a} 称 为 由 a 生成 的 子 群 ,a 称 为 a) 的 生成 元 。 

例 8.2.15 设 a 是 群 G 中 的 任 一 元 素 , 令 cla) 是 G 中 与 a 可 交换 元 素 的 集合 , 则 
cw) 是 避 的 一 个 子 群 。 

证 明 ; 首 先 eEcla), 因 为 ea=ae; 设 Ecta);y 则 (5b a 二 by COva) = Bb (abs) = 
(ba)b== (ab 一 ab152) ;所 以 bbsEcla), 即 eka) 是 封闭 的 。 另外 车 5Ecla), 因 为 a5 二 
bas; 有 5 是 G 中 的 元 素 , 故 a=bab-!, 亦 即 5614 一 ab "1, 因此 5-:Ecla)。 由 定理 8.2.6,c(la) 
是 G 的 子 群 。 


8.3 循环 群 群 的 同 构 


给 定 群 G 的 一 个 非 空子 集 S, 有 时 需要 考 虚 包含 S 的 C 的 最 小 子 群 。 不 妨 设 豆 (9) 和 
恕 ' (8S) 都 是 满足 条 件 的 子 群 ,那么 有 百 (5)C 瑟 63) ,同时 瑟 '(S) 三 五 (5) ,因此 百人 3) 一 
好 (8), 即 它 的 存在 是 唯一 的 。 因 为 令 { 吾 (8)} 是 G 中 包含 5 的 子 群 的 集合 , 则 所 有 这 些 
五 (S) 的 交集 (3 仍然 是 避 的 子 群 ,而 且 它 就 是 包含 3 的 G 的 最 小 子 群 。 称 45) 为 由 子 集 SS 
生成 的 子 群 ,S 是 群 48y 的 生成 元 集 。 

如 果 呈 是 一 个 有 限 集 , 不 妨 设 83= {9 52) ;我 们 可 以 记 4) 二 (81,54，… 5}, 并且 
可 以 构造 (Sy 如 下 

5) = {afagmat|a; E S,é EE Z}, 
即 《S} 中 包含 单位 元 e 以 及 任何 元 率 及 它们 的 逆 的 线 积 。 
(5} 二 Gs; 车 5S={1); 则 (5)==G. 
"156。 


当 (45) 二 G 时 . 称 $S 是 群 如 的 生成 元 集 , 即 避 没有 真子 群 包含 5, 特别 当 45)=G 而 且 
S 中 只 有 一 个 元 素 4 时 ,有 GG= (a), 称 避 是 以 a 为 生成 元 的 循环 群 , 御 环 群 是 构造 散 简 单 
也 是 最 基本 的 一 类 群 。 

定义 .3.1 若 群 G 中 存在 一 个 元 素 &, 使 得 G 中 的 任意 元 素 g, 都 可 以 宸 示 成 a 的 
者 的 形式 , 即 

G= {alk € ZY}, 
则 称 如 是 循环 群 , 记 作 《ava 称 为 6G 的 生成 元 。 

同样 可 以 定义 循环 子 群 。 循 环 子 群 如 是 循环 群 的 子 群 ,当然 鼠 自身 也 是 一 个 循环 
群 。 

例 8.3.2 (7Z, 十 ,0) 是 无 限 循环 群 ,生成 元 只 有 1 和 一 1。 

例 8.3.3 一 1=0 在 复数 城中 有 个 不 同 的 根 

ZX 二 por k= O01 nO— 1, 
称 为 次 单位 根 , 则 
U, = {eg = 0 1) 
关于 乘法 运算 作成 群 。 令 a=ec 竺 , 则 U,= 《a), 即 ,是 生成 元 为 a 的 循环 群 。 

例 8.3.4 设 G=teliEZ) ,是 一 般 乘 法 运算 , 则 若 O(a) 一 ce 是 无 限 循环 群 ,a 
是 其 生成 元 ,车 0O(a)=m 则 G=(e10S <) ,ta 是 有 限 循环 群 ,由 于 其 周期 为 n 所 以 
也 称 之 为 n 阶 循环 群 。 

因此 , 当 G=t《4} 是 循环 群 时 ,G 的 阶 与 生成 元 a 的 阶 是 一 致 的 ,由 a 的 阶 的 特点 可 以 
将 循环 群 分 为 两 类 

1. 当 a 的 阶 无 限时 , ta} 是 无 限 循环 群 。 这 时 有 Ota}=o0， 

(a) = {a'|kE Zu en 0}, 
2. 当 vx 是 有 限 阶 元 (n 阶 ) 时 , (a) 是 有 限 循 环 群 ,这 时 O44) 二 
ay = {a = edd ad" 1}, 

定理 8.3.1 设 G= (a), 则 

1, 若 Ota)==00, 则 GG 中 只 有 生成 元 a 或 a'。 

2. 若 Oa)== 则 G 中 有 gq) 个 生成 元 ,其 中 qn} 是 欧 拉 奶 数 , 它 表示 小 于 nn 上 与 
互 素 的 正 整 数 个 数 。 

证 明 : 对 于 Oa}==o0, 即 G 是 无 限 循环 群 时 , 显 见 a 是 生成 元 ,由 于 a 二 (a 一. 故 对 
任意 aEGa' 二 (a 一 EZ, 所 以 a 7! 也 是 的 一 个 生成 元 。 再 证 无 其 它 生 成 元 : 设 
GCta"), 则 因为 aEG, 存 在 nn 使 ta")"==a, 即 a 二 e, 由 于 Ota)=o0, 所 以 必 有 mn 一 1 
二 0, 故 mm 二 1 或 一 ]。 

也 就 是 说 (ta) 中 只 有 和 黄 个 生成 元 a 和 a '。 

下 面 证明 第 二 部 分 ,车 避 = (a), 则 存在 pp 使 (a =a, 即 a*”!=e, 故 刚 | (pr 一 1)， 
因而 存在 gEz 使 pr 一 1=gqn ,由 此 得 (ra 一 1, 而 与 2 互 素 日 小 于 交 的 正 整 数 个 数 为 
Pn), 

例如 对 于 10 阶 的 循环 群 (4) 二 {eyasa:,… sa} ; 它 的 全 部 生成 元 是 4,a’,a’ a。 

» 157。 


例 8.3.5 剩余 加 群 (Z,, 十 ,0) 中 ,所 有 满足 以 ,m) 一 1 的 元 喜 丰 都 是 Z, 的 生成 元 ， 
即 CC 一 (及 ,( 才 ,ma) 一 1。 

在 循环 群 人 za? 中 任 取 一 个 元 素 a*,a* 并 不 一 定 是 生成 元 ,但 是 由 a* 可 以 生成 (a) 的 一 
个 子 群 (tat)。 那 么 ta*} 是 不 是 循环 群 呢 ? 

定理 8.3,2 设 G= (a) 是 循环 群 ; 则 

1.G 的 子 群 五 都 是 循环 群 。 

2. 若是 无 限 群 , 则 玉 CH 关 {e}) 也 是 无 限 群 ,车 G 是 有 限 群 时 , 设 |G1=n, 且 a 是 
HH 中 a 的 避 小 正 血 . 则 |H|=n/k。 

证 明 :1. 设 五 是 循环 群 G=(《a) 的 任 一 子 群 ,由 于 a 是 生成 元 ,因此 总 中 的 每 个 元 素 
都 可 表示 为 a 的 方 蜂 形式 , 设 a: 是 巨 中 a 的 最 小 正夫 , 则 对 任意 4'€ 娘 ,有 s=pk 十 r(0 拟 
7 过 ,所 以 

a =a =agd "=a(a)? 
也 是 玉 的 元 ,由 于 at 是 最 小 正 短 ; 故 + 一 0, 即 a 一 Cat)*。 所 以 瑟 中 的 任意 元 素 都 可 以 表 
示 为 a: 的 壮 的 形式 , 即 五 = (e9 ,是 循环 群 。 

3. 当 忆 是 无 限 循环 群 时 , 设 a:(4 关 0) 是 二 的 一 个 生成 元 , 且 a* 是 nn 阶 元 , 则 ta')"= 
ea, 即 a*"=e。 这 与 a 是 无 限 阶 元 矛盾 ,所 以 at 是 无 限 阶 元 , 亦 即 五 是 无 限 阶 循环 群 。 

当 G 是 有 限 阶 循环 群 时 , 设 |G1==x;y 所 以 Ola} 二 n, 即 a"=e, 因 为 了 H 是 子 群 ,所 以 
a'"E 刁 ,又 因为 a! 是 循环 群 瑟 中 a 的 最 小 正 客 ,所 以 一 定 存在 一 个 最 小 正 整 数 mx, 使 得 
《ar)"=e=a", 即 hm 一 n。 所 以 at 的 阶 吉 = 证 , 亦 即 11 ==n/k。 

定理 8.3.3 设 瑟 是 2 阶 循环 群 , 则 对 于 的 每 一 个 正 因子 4,G 有 和 且 只 有 一 个 4 阶 
子 群 。 

证 明 ; 设 五 = tam) 是 6G 的 一 个 子 群 ,由 定理 8. 3. 2. ,O(a”") 一 n/m, 即 对 4 的 每 一 个 正 
因子 n/m 一 dsG 都 有 有 4 阶 子 群 ta™》 ,以 下 证 其 唯一 性 。 因 为 4 是 的 任 一 正 因 子 , 令 五 = 
《a3), 因 为 (a3) =w"=e, 所 以 避 是 G 的 一 个 4 阶 子 群 。 设 五 ,是 (ay 的 任 一 过 阶 子 群 , 即 
如 ,= (et 汗 为 某 一 正 整 数 , 则 由 于 (at 一 娃 < 一 < 所 以 好 是 二 的 整 倍 , 设 kd =in; 于 是 
4 一 上 帮 , 由 于 

人 二 ar 一 { 

可 飞 表 示 吾 为 中 的 生 元 a3 的 竹 的 形式 ,所 以 五 , 中 的 任何 元 素 都 是 及 中 的 元 素 , 即 
下 |! 守 如 ,又 由 于 H; 和 H 者 是 4 阶 子 群 , 所 以 五 ,= 互 。 即 2 阶 子 群 是 唯一 的 。 

例如 剩余 加 群 (Zu ,十 ) 中 14 的 正 因 子 有 1,2,7, 和 14, 因 此 QZ 只 有 4 个 子 群 , 即 它 自 
身 ,单位 元 群 (0), 以 及 但} 和 (47)。 其 中 O02)=7,0(7)=2。 

在 群 中 由 于 指数 定律 成 立 ,因此 循环 群 一 定 是 交换 群 ,因为 aero 一 0 人 一 0 一 orar。 
反之, 如果 有 限 群 G 是 交换 群 , 它 必须 满足 什么 条 件 才 是 循环 群 呢 ? 

例 8.3.6 令 a.5 是 阿 贝 尔 群 中 阶 互 案 的 二 个 元 喜 ,Ota} 一 m,O(5) 一 rn, 则 (a) 站 (8B) 
二 {fe), 且 《ab) 一 (ab),ab 的 阶 为 mn。 

证 明 ; 令 dE Coy 们 (6), 则 d=a? 一 ,由 于 d"==(a*)"= (a")*==e? 二 eyd"* 二 "二 e, 所 
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以 Okdy 是 庆生 因子 ,但 冯 和 互 素 , 即 (aa 三 1, 故 4 一 1, 所 以 & 一 < 因此 (xz> 门 
作 ) 二 {fe}。 邻 OlaB) 一 r, 则 ab)" 二 a'b' ==e, 即 在 G 中 有 a 一 6" 由 于 a’€ 4a),6""E€ (5), 因 
此 gEte) 人 站 ) ,所 以 a' = 二 esy6 一 e。 由 于 O(a) 一 m,0O04B)= 二 pn;y 所 以 mlr,an|r, 亦 由 区 和 x 
的 最 小 公 倍 数 [Lm oa] 可 以 整除 ,因为 (ma 一 1 ,所 以 [mm 让 一 ma 即 mzlr。 另 一 方面 ， 
Ca 一 ”6 一 Ca”) ”=e ,所 以 mn 综 上 ,的 阶 是 ma。 汶 下 再 证 人 ea ,8 一 人 cp)， 
因为 (a,5) 是 以 {a,5} 为 生成 元 的 的 子 群 ,所 以 ta,5) 包 含 e 以 及 ab 的 任何 莱 积 形式 , 即 
tr) 的 元 素 一 定 是 ai 形式 ,其 中 p==1,2. 呈 ,4 王 12o or。 所 以 O(asB) 人 mn，。 男 
一 方面 ,出 于 a6 是 ta;5) 中 的 一 个 元 素 , 所 以 tab} 生 4.8), 但 洒 OtaB)=mn, 艾 内 〇 (ub) 
之 mn 因此 Ota 二 mr;y 亦 2 即 (a.b)== tab)。 

例 8.3.7 设 G 是 有 限 阿 贝尔 群 ; 则 GG 中 一 定 有 一 个 元 素 g, 它 的 阶 是 G 中 每 个 元 案 
阶 的 整数 倍 。 

证 明 ; 设 a,5EG, 且 Ol) 一 m,0(6) = 二 nn, 那么 一 定 会 存在 一 个 元 素 cEG, 满 足 Otc) 
二 [mn], 为 此 设 m==pipz*… psn 二 phpg"… Pp 如 ,其 中 pi 为 不 同 素数 ,i,j 之 0, 对 p 适当 
排序 后 有 

石 委 万 
jj tt)， 

并 设 w= 玖 pw 一 Pp， 由 于 mm/4 一 pp sn/v 一 ph 因此 [mn] 一 mf 
Un/v; 其 中 m/wusniv) 一 1。 因 为 a 和 上 4&5 的 阶 分 别 为 zr 和 ,所 以 G 中 一 定 有 二 个 元 索 a* 
和 六 的 阶 分 别 为 m/u 和 ze。 由 例 8. 3.6, 一 定 有 元 素 c==a*6?, 它 的 阶 是 [m,n]。 即 为 元 
索 4a 和 总 的 阶 的 售 数 。. 同 理 , 如 果 心 中 还 有 另 一 元 素 a , 它 的 阶 是 如, 则 一 定 有 一 个 元 素 ， 
它 的 阶 是 [m,nj,m']。 如 此 递归 进行 ,由 于 是 有 限 群 ,所 以 最 终 一 定 有 一 个 元 素 g, 它 
的 阶 是 G 中 每 个 元 素 阶 的 整数 倍 。 

例 8.3.8 令 G 是 有 限 阿 贝尔 群 , 则 G 是 循环 群 的 充 要 条 件 是 C 的 阶 为 n, 其 中 4 是 
对 于 GG 中 的 任何 元 素 a, 满 足 a"=e 的 最 小 正 整数 。 

证 明 : 必 要 性 无 需 再 述 。 设 C 刀 是 满足 条 件 的 有 限 阿 贝尔 群 ,如 例 8, 3. 7 的 方法 选取 G 
的 元 素 g, 这 样 对 于 G 中 的 任何 元 素 e, 都 有 a2“ 一 *。 因 为 已 知 上 是 对 任意 e ,满足 a" 二 e 
的 最 小 正 整数 ,所 以 ma 委 加 8 ,但 又 由 于 1G| 王 2 所 以 口 人 6) 委 a 故 此 Dtg)= 二 n; 即 GG= 
45) 敬一 个 循环 群 。 

下 面 引 入 群 的 同 构 概念 。 

定义 8.3.2 设 (G,，) 和 (',*) 是 两 个 群 ,f:G>G' 是 双 射 ,如 果 对 任意 的 a,5E 
G, 都 有 

flab) = fla) * f(b), 

则 称 f 了 是 GG 到 避 的 一 个 同 构 , 记 作 G 符 G6'， 

例 8.3.9 设 恕 一 (CR XD),G 二 (R, 十 ), 令 f/f:xlInz: 则 是 到 GG' 的 双 射 ,而 且 
对 任意 的 z,yEGC， 

zz 人 三 Ilhf(zy) 一 lnz 十 lny 一 xz) 十 8)， 

因此 GG'。 

如 果 把 同 构 的 群 看 成 一 类 ,那么 循环 群 只 有 无 限 循环 群 和 有 限 循环 群 两 类 。 
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定理 8.3.4 设 G 是 循环 群 ,a 为 生成 元 

1. 若 O4a)=co ,出 G 与 (2Z ,十 ) 同 构 。 

2, 若 Ota) 一 a, 则 如 与 (Z,, 十 ) 同 构 。 

证 明 :1. 设 Oa) 二 00, 即 对 任意 正 整 数 加 隆 n, 有 a”* 关 a” ,否则 车 a"==a" 就 有 a" "=e， 
有 即 m 一 rn 一 0,m 一 nn。 

令 fa 一 ,可 以 证 明 f 是 G 到 2 的 双 射 。 对 任意 的 zEG,zx 一 ea; 则 (zx) 一 了 (a 和 一 
kEZ, 即 jz) 由 工 唯 一 确定 ,所 以 了 是 一 个 映射 。 任 取 a",a"EG, 若 a" 关 a", 则 m 关 ,所 
以 是 单 射 。 另外 任 取 kE2Z, 一 定 有 a*EG, 使 得 f(a*) 一, 即 了 是 满 射 , 因 此 f:G-*Z 是 
双 射 。 

再 设 z,yEC,z 一 ay 一 如, 有 

fry 一 (ara") = foam") 一 于 十 天 一 了) 十 yy)。 
因此 上 了 是 C 到 Z 的 一 个 同 槐 ,G 笃 2Z。 

2. 设 a 的 周期 是 za* 则 ae" 一 ea ma :是 G 一 (人 ?中 2 个 不 同 元 ,同时 G 中 也 只 有 > 
个 元 ;因为 对 任意 mE2, 令 一 pr 十 rC0 志 r<n), 有 

a” 一 CI 一 《ar ar = ea =a’ 
令 fair,k=0,1s on 一 1 与 前 类 似 可 证 是 G 到 2 的 双 身 ,并且 对 任意 TYE 
人 如, 设 ZzZ= 二 a”"t1,y 二 a"(0 信 mm 之) 有 
Fr) = faia™) = fla™it™) = (m+ m2 dinod n 
= fr) + fy), 
因此 ff 是 G 到 Z 的 一 个 同 构 , 即 G 各 2.。 

该 定理 说 明了 任 两 个 阶 相同 的 循环 群 都 同 构 。 

例 8.3.10 z 次 单位 根 群 人 7。,。 ?> 与 剩余 类 加 群 4Z,, 十 ? 同 构 。 由 例 8. 3. 3 知 (77。， 
* ) 是 以 ==e" 为 生成 元 的 阶 循环 群 ,因此 避 .s2Z。。 

关于 群 的 同 构 , 还 有 一 个 有 用 定理 。 

定理 8.3.5 设 CG 是 一 个 群 ,(G ,，) 是 一 个 代数 系统 ,如 存在 CG 到 CC 的 双 射 六 上 且 保 
持 运算 , 即 对 任意 的 ae,6EC, 有 ab) 一 Fo) 7) , 则 吕 也 是 一 个 群 。 

证 明 :按照 群 的 定义 来 验证 C' 是 群 。 

a) 证 ， 适合 结 合 律 ,对 任何 a,8,cEG, 由 于 了 是 双 射 , 故 必 唯 一 存在 a' ,5 ,ce EC , 满 
足 fa) 一 a' ,ff(6) 一 ,了 (ec) 一 c' ,因此 

FlaBbye)= flab) * fc) = (fla) rt fb) + fe) 
= (a 6) e's 
flalbe)= Fa， fbe) = fla) » (f (8) » fle)) 
=a + (be ), 
由 于 G 中 结合 律 成 立 , 故 (a 5) ，c'==a!。(8 :ce ), 即 G' 是 半 群 。 

b) 设 e 是 G 的 单位 元 ,f(z)=e', 可 证 e' 是 G' 的 单位 元 。 对 任意 a'EG' ,都 存在 唯一 a 
EG, 合 fla)=a', 由 ae=ea=a 得 flae)=fla)* fl(e)=a' ee'=a’,flea)=f(e) * fun) 
二 e+ a! 二 a' ,因此 e 是 G 的 单位 元 。 
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c) 任 骤 a EG' 今 f(a)==a!, 则 有 Fla =xzEG 所 以 Faa 中 = 了 a) ， f(a !')= 
a 一 ba ia) 一 Fe。 f(g) 二 x*，a' 一 ey 所以 a' 在 G' 中 有 道 元 x, 因 此 (G',。，)} 是 
群 。 


8.4 ”变换 群 和 和 置换 群 ” Cayley 定理 
设 A= {a;,az…) 是 一 个 非 空 集 合 ,A 到 A 的 一 个 上 映射 f 称 为 4 的 一 个 变换 , 记 作 
1 Qs 2 
hk [pe) fas) ] 
对 于 4 中 的 两 个 变换 了 ,g, 可 以 得 到 4 得 另 一 个 变换 gr 。 
gfla) 一 gLf (4))， 对 任意 a E€ A。 


2f 称 为 变换 了 与 g 的 翌 积 ,容易 验证 ,变换 有 弱 法 适合 结合 律 。 设 是 4 中 任 一 变换 ,都 满 
足 


其 中 I 是 4 中 的 恒 等 变 换 。 

这 样 ,4 上 的 全 部 变换 的 集合 M(A) 对 于 变换 的 乘法 运算 构成 乏 群 。 设 |4|=n, 则 A 
到 自身 的 不 同 映 射 一 共有 着 个。 如果 变换 了 是 双 射 , 称 其 为 一 一 变换 。 对 于 4 上 任 一 个 
一 一 变换 六 也 一 定 存 在 一 个 一 一 变换 . 广 : ,满足 六 :一 广 :7 一 7, 称 广 :是 /的 道 变换 。 这 
样 么 群 CM(4),，) 中 的 全 部 一 一 变换 构成 的 集合 五 (4), 对 于 变换 的 乘法 运算 构成 群 , 称 
它 为 4 的 一 一 变换 群 。 

定义 8.4.1 非 空 集合 4 的 所 有 一 一 变换 关于 变换 药 乘 法 所 作成 的 群 叫做 4 的 一 
一 变换 群 ,用 巨 (4) 表 示 , 瑟 (4) 的 子 群 叫做 变换 群 。 

例 8.4.1 设 4 是 平面 上 所 有 点 构成 的 集合 , 则 平面 上 绕 某 定点 的 一 个 旋转 是 4 的 
一 个 一 一 变换 。 设 C 是 所 有 绕 该 定点 旋转 的 集合 , 则 

1.@ ° ,= ph +, 
仍然 是 一 个 旋转 ,所 以 G 对 与 运算 . 是 封闭 的 。 

2. PCH, Wp PW Pe 

3.6 二 wp-00 

4. 对 任意 禹 EG, 都 有 逆 旋 转 gq_s€EG, 满 足 

入 "二 二 .和 二 
所 以 L(G， ) 是 一 个 变换 群 。 

当 和 4 是 一 个 有 限 集 合 时 ,例如 有 = 们 ,2,…,n},4 中 的 一 个 一 一 变换 称 为 一 个 元 
置换 ,出 置换 构成 的 群 叫 置 换 群 。 因此 置换 群 是 变换 群 的 一 个 特殊 类 型 ,为 了 便于 讨论 置 
换 群 ,我 们 首先 回顾 一 下 置换 与 置换 乘法 。 

对 于 4 中 的 一 个 # 元 置换 o:i->o0) ,i 一 1;2;… 2 我 们 记 作 

2 | 1 2 … 
of1) a(2) … s(n)] 
例如 对 3 元 置换 0 1>3,2-1) 3 一 2 可 表示 为 
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1 2 3 

“一 | 1 | 
由 于 置换 是 一 一 变换 ( 双 射 ) ,所 以 上 01) ,ol2),… ,aoln) 是 1 到 的 一 个 排 询 ,反之 对 1 到 
xn 的 任 一 个 排列 oat1) ,ol(2),… ,otn) ,都 唯一 地 对 应 有 一 个 元 置换 ,因此 4 中 一 共有 21! 
个 n 元 置换 (注意 变换 么 群 MCL4) 中 有 we 个 变换 ) ,我 们 用 5S, 表示 这 n! 个 普 元 置换 的 集 
如 


例 8.4.2 设 4=11,2,.3) 则 5S: 一 coco ,其 中 
co 


|， 2 | E 2 | |， 2 -| 
二 fs 一 ts 一 
2 3 1 3 1 2 3 2 1 


在 该 例 中 可 以 计算 置换 的 乘法 ， 比如 az 因为 O20 Gao 所 以 oagol(1)) 一 
or(2) 一 3,o(ol(2)) 一 0(3) 一 2,as(o(3)) 一 az) 一 1, 因 此 


2 | 2 1 | : 2 | 
Ga04 一 十 一 feo 
1 3 ?2J-2 3 1 3 2 1 


对 于 5。 中 的 任意 两 个 置换 mr, 它们 的 乘积 


-| 1 2 n I 1 2 | 
Tg) ec) ce onir(l) re2) 1 rn) 
其 中 o€ 5, 也 可 以 表示 为 
Pe 
i oh) st 
其 中 名 和: 是 1 到 + 的 一 个 排列 ,所 以 
-[ rz 2) rn) ] 1 2 .na | 
和 Lord)) or(2))》 oe Gleed) re2) £2 rn) 
=| 1 2 nn | 
Lo(r(1)) g(r(2)) … olr(n)) 
仍然 是 S, 中 的 置换 。 
在 $,. 中, 恒 等 置换 是 


E 2 … "] 
ee 二 
1 2 1 


对 于 任意 o€5., 都 有 oe 二 eo 一 #, 同 时 由 于 


[> EC23 | ] 2 a n | 
一 如 
1 2 " n ofl) ol2) … eof) 
| 1 2 = 区 I (2) | 
一 es 
ol) a(2) … olny 1 2 “oe n 
所 以 有 道 置 换 。 
| Wt gl2) 0] 
a 一 
1 2 和 n 
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由 上 可 以 得 到 如 下 定义 ， 
定义 8. 4. 2 5, 对 于 置换 乘法 构成 群 , 称 为 ”次 对 称 群 。5, 的 子 群 称 为 ”元 置换 群 。 
为 了 便于 研究 置换 群 ,可 以 将 置换 的 表示 加 以 简化 。 首 先 分 析 置 换 的 性 质 。 
设置 挽 a 满足 z(i) 一 Da(i) 一 zf 一 站 其 中 的) 一 2 半 1 委 j<, 则 称 (， 
izr"" i) 是 一 个 长 度 为 ! 的 轮换 。 当 /二 1 时 称 为 恒 等 置换 , 当 ! 一 2 时 称 之 为 对 换 。 一 般 情 
况 下 我 们 可 以 记 7 一 (ia… 2 当然 也 可 以 把 7 表示 为 
7 一 i) 二 (i i ia) 等 等 。 
这 时 说 也 是 一 个 瞻 射 :庆生 二 js 7?(i2) = 二 可 一般 设 1 所 4 所 1 时 ,有 
(i) = jks 了 十 下 和 1。 
YO)= i j++k> i 
显然 ,XY 二 e, 而 Xe(1k<7) ,所 以 7 的 阶 是 1。 例如 设置 换 
1 2 3 4 
“一 4 2 
可 以 把 它 写 成 轮换 的 形式 ;7 二 (1 3 2 4) ,并 且 此 时 六 一 e。 
定义 8.4.3 设 a,6 是 5 中 的 两 个 轮换 ,如 果 a 和 8 中 的 元 素 都 不 相同 , 则 称 a。 和 8 
是 不 相交 的 。 
例如 设 a 二 (1 3 6),8==(2 5), 它 们 是 不 相交 的 。 因 此 如 果 设 at2) 关 i ,那么 a8(7) 二 
aQ) ,Bali) 二 ati) ,类 似 地 ,如 果 设 PFCD 天 那么 ap 一 BiD) 一 aa, 因此 对 任意 :都 有 
ap( 门 一 Bot， 故 apB 一 Ba。 
定理 8.4.1 设 a.p 是 两 个 不 相交 的 轮换 , 则 a8= Ba。 
也 就 是 说 ,不 相交 轮换 的 乘法 满足 交换 律 。 
设 是 若干 个 不 相交 轮换 的 滋 积 ,比如 
a = (hig Fo fo jo) ky ke ene RY), 
令 p;q,… or 的 最 小 公 倍数 是 m, 那 么 mx 就 是 秆 搁 a 的 阶 , 因为 设 mm 一 人 az 二 (人 
ja 万) (| ,那么 一 al ea ty a a 由 于 a 二 2; 全 此 wr 二 =e， 
反之 , 设 w 一 e; 由 于 ww,o 是 不 相交 轮换 ,所 以 一 定 有 二 =e, 因此 是 p,q，…,r 的 整数 倍 。 
当然 盖世 一 定 是 它们 的 最 小 公 倍 数 mx 的 整数 倍 。 因 此 a 的 阶 是 mx。 
如 果 o 是 5, 中 揭 一 个 = 元 置换 ,那么 它 一 定 能 表示 成 轮换 的 乘积 。 
例 8.4.3 设 nn 元 置换 
1 234 567 
"| | 


3 5 1 46 7 2 

则 ck1) 一 3,a(3) 一 1,c(2) 一 5,o(5) 一 6,af6) 一 7，e(7) 一 2o(4) 一 4 所 以 ca 一 (1 3)(256 
7) (4)。 其 中 (4) 是 长 度 为 1 的 轮换 , 亦 即 恒 等 置 换 . 它 可 以 省 略 , 故 此 一 (1 3)(2 5 6 7)。 

定理 8. 4. 2 任何 辕 换 都 三 表 为 不 相交 轮换 的 乘积 ， 

例 8.4.4 3 的 全 部 置换 可 表 为 

l.e= (1)。 

2. {1 2) ,C3 4) ,C1 3), (2 4), (1 4), (2 3)。 

3.(123),(132),(134)f143) 124)， 0142) (234) (243)。 
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4.(1234)，(1243) 1324) (1342)，(1423),(1432)。 
5. (1 2)(3 4), (1 3)C2 4), C1 4) (2 3)。 
因为 轮换 实质 上 也 是 置换 ,所 以 轮换 的 乘法 运算 直接 用 轩 换 匀 法 进行 。 
例 8.4.5 设 几 =(134)(25)， 亡 =(153)(02 4), 则 
fifs= (1 3 4)(2 5)(1 5 3)(2 4) 
= (1 2)(3)(4 5) 
一 《1 2)(4 5)。 
同时 ,任何 一 个 轮换 o 都 可 以 表 为 对 换 的 乘积 。 例 如 
《站 
或 者 
(C11 ta f= ED tt fs) i fa) 
虽然 它们 的 表示 形式 不 一 样 , 但 是 它们 所 含 对 换 的 个 数 都 是 一 样 的 , 即 含 已 一 1) 个 对 换 。 
因此 设置 换 o 一 ca os… wy 其 中 是 一 长 度 为 4 的 轮换 , 且 6; 与 a; 是 不 相交 的 轮换 ,那么 
G 用 上 述 方法 表 成 对 换 乘 积 的 形式 后 , 它 所 售 的 对 换 数 为 


No) = DQ — 1), 


可 以 证 明 , 不 管用 什么 方法 把 置换 表 成 对 换 之 积 , 所 得 对 换 的 个 数 与 N(s) 的 奇偶 性 相 
同 。 如 果 NN (a) 是 奇数 , 称 o 是 奇 置换 ,否则 称 为 侦 置 换 。 

由 奇偶 垩 换 的 定义 可 知 , 奇 置换 屁 奇 置换 得 偶 置 换 , 侦 置 换 飞 偶 置 换 也 是 偶 晋 换 ， 
奇 , 偶 署 换 间 相 箭 是 奇 置换 , 即 

Nlaa) 一 No) 十 No) (mod 2)。 

例 8.4.6 在 例 8.4.4 中 

(1 3 2)01 3)(2 4) 一 (1 2 4), 偶 置换 的 乘积 为 侦 置 换 。(1 2 4 3) (1 3 2 4)=(2 3 4)， 
奇 置换 的 有 乘 积 为 侦 置 措 , (1 3 2) (1 2 4 3) 二 (2 4), 奇 偶 吐 换 问 相 乘 为 奇 冒 换 。 

由 此 可 以 得 出 

定理 8. 4,3 次 对 称 群 5S, 中 所 有 偶 管 换 的 集合 ,对 于 $, 中 的 置换 屁 法 构成 子 群 ， 
记 为 4,, 称 为 交错 群 ,着 4 之 2, 风 |4,1 一 二!1。 

比如 例 8. 4.4 的 5S; 中 ,1,3,5 类 是 个 置换 ,它们 构成 灾 错 群 4,, 且 14,|=12。 

证 明 ; 因 为 5; 是 有 限 群 ,而 且 任意 两 个 偶 置 换 的 乘积 仍然 是 偶 轻 换 , 由 定理 8. 2.7 可 


知 ,S, 中 所 有 偶 置 换 构 成 S, 的 一 个 子 群 。 假 定 8. 中 侦 导 换 数 为 十 , 奇 蛋 换 数 为 。 由 某 
个 奇 置 换 去 乘 所 有 不 同 的 偶 置换 ,就 会 得 到 大 5, 中 互 异 的 奇 泗 换 , 故 n1 所 mn;。 同 理 ;所 


m1, 因 此 |4,| 一 言 1S,| 一 六 1。 


变换 群 在 群 论 中 占有 特殊 的 地 位 ,因为 就 同 构 的 意义 上 来 讲 , 任 何 一 个 抽象 么 群 都 和 
一 个 变换 么 群 同 构 。 同 样 ,任何 一 个 抽象 群 都 与 一 个 变换 群 同 构 。 
定理 8. 4.4 (Cayley 定理 ) 任意 群 G 与 一 个 变换 群 同 构 。 
证 明 ; 首 先 需 要 构造 一 个 变换 群 , 任 取 aEG, 定 义 G 上 的 一 个 变换 f,:x->ax, 对 任 党 
的 xEG。 以 下 要 证 朋 六 是 一 一 变换 ,而 且 {f,|aEG} 对 变换 乘法 构成 群 。 
由 于 群 C 中 方程 ax=65 有 了 唯一 解 ,所 以 对 任意 的 5EG, 都 存在 有 元 素 xEG, 使 
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《z) 二 5, 因 此 凡是 注射。 同时 对 zasEG,ri 天 za 时 ,有 ayri 关 azrz 即 户 (zi 天 六 (za), 因 
北 扰 又 是 单 射 , 故 f 是 一 一 变换 。 
其 次 证 G= (所 jeECG) 关 于 变换 磁 法 成 群 。 对 任意 的 广 , 疡 EC， 
(fs Fz) 一 六 CCz = fbx) = abr = fulr), 
由 于 a,6bEG, 所 以 abEG, 即 /%E5, 因 此 对 于 变换 乘法 运算 是 封闭 的 。 问 时 它 存在 昔 
位 元 f. :x 一 er; 而且 对 任意 aE 如 ,因为 广 !f=f,fi'=ey 所 以 fi 都 有 其 道 元 151 一 foe!'。 
因此 (G,，) 是 变换 群 。 

以 下 证 明 C 和 变换 群 避 同 构 。 

令 gi:a 习 J。 对 任意 4a,5,xEG, 车 a 关 b, 则 ax 关 br, 因此 了 f 关 记 , 亦 即 qka} 了 关 qk5), 故 
9 基 C 到 已 的 单 射 。 同 时 ,对 任意 的 六 EC 都 存在 cEG, 使 y(a) 二 了 ,因此 yp 是 满 射 ,所 
以 ?是 6@G 到 已 的 双 射 。 又 由 于 

Hab) = f= fo ds = pha), 


即 9 保持 运算 , 故 SG22C。 

推论 : 设 G 是 a 阶 有 限 群 , 则 G 与 5; 的 一 个 子 群 同 构 。 

例 8.4.7 设 G=ta) 是 2 阶 循环 群 , 则 GG 与 5S 的 一 个 子 群 G 同 构 。 由 于 G 是 循环 
群 ,所 以 也 是 循环 群 ,因此 只 要 搜 到 避 的 生成 元 就 可 以 确定 避 。 由 于 GG, 所 以 G 中 生 
成 元 a 的 象 就 是 和 中 的 生成 元 。 设 a 的 象 是 f,:x 一 az, 有 


2 on x—] 


e 


因此 
G= ((eaa: a ')), 


8.5 陪 集 和 群 的 陪 集 分 解 ”Lagrange 定理 


设 G 是 一 个 群 , 瑟 是 避 的 子 群 ,利用 如 可 以 在 G 的 元 素 之 间 确 定 一 个 二 元 关系 R: 
da Rb 当日 仅 当 ab ' EH， 
这 样 对 任意 a,5EG, 可 以 确定 ab”! 是 否 局 王 吾 , 因 此 民 是 G 中 的 一 个 二 元 关系 ,而 且 也 
是 等 价 关系 ,因为 
l. aa '=eE HH, 所 WaRua, 
2. 由 05 'E 石 ,可知 (ab 1)71E€ 恕 , 即 ba-'E 对 ,也 就 是 说 , 若 a R 6b, 则 |&4 Ra。 
3. 若 ab“'EB ,be 'EH, 则 
Cab Cpc =ab We 一 ac EH, 
即 a RBAb RezaRie, 
因此 由 等 价 关 系 尺 可 以 唯一 确定 G 的 一 个 划分 ,其 划分 的 块 就 是 子 群 态 的 陪 集 。 
定义 8.5,1 设 号 是 群 G 的 一 个 子 群 ,对 任意 的 aeEC, 集 合 
aH = {ahlh € H}. 
称 为 子 群 总 在 G 中 的 -个 左 陪 集 。 同 理 , 五 在 G 中 的 一 个 右 陪 集 是 
Ha= {halh € HH)., 
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例 8.5.1 设 G=5;jy 玉 = fe1(1 2)); 对 a 有 2。e,(1 3) 和 (2 3) 时 ,其 左 障 集 分 别 是 
eH= He= {etl 2)}, 
(1 DH= {(1 3),(1 2 3)}, 
(2 3}H= {(2 3),(1 3 2)}, 
而 对 应 的 右 陪 集 是 
He= HH, 
HO 3)= {(1 3),(1 3 2)}, 
H(2 3)= {(2 3),(1 2 3)}, 
因此 一 般 情 况 下 Ha 尖 aH。 
例 8.5.2 设 G=5;, 吾 = {e;(1 2 3),(1 3 2)} 是 交错 群 4,, 对 a 分 别 取 (1 2 3) 和 {1 
2 时 ,可 以 得 到 五 的 左 陪 集 。 
(12 DH= {0 2 8),C1 2 3),(1 2 3)01 3 2)} 
= {(123),(132),e}= HH, 
(1 WH= {C1 2),C1 2)(1 2 3),(1 2) (1 3 2)} 
= {C1 2), (2 3),.(1 3)}, 
同 理 可 得 右 陪 集 。 
H(123)= ((123),(132),e}=H, 
H(] 2)= {(1 2),(2 3),{1 3))。 
事实 上 ,对 任意 的 对 称 群 5,, 当 如 = A 时 总 有 a 石 二 Ha. 其 中 a€5,。 
下 面 我 们 以 左 陪 集 为 例 介 绍 陪 集 的 性 质 。 
定理 8.5$.1 设 呈 是 如 的 子 群 , 则 到 的 左 陪 集 具 有 王 述 性 质 
, H=eHaEal., 
.IaH|=|8H|。 
. aEH 所 一 人 > 0 五 一 石 。 
。 对 任意 的 zE4a 恕 ;都 有 xz 瑟 =a 晶 ,并 称 a 是 a 的 一 个 陪 集 代表 ，。 
. aH=6H <=> aEbH 或 bEaH <=> a bEH 或 b ila€E NH, 
. 对 任意 的 a,6EG, 若 非 aH=6H, 则 aHNMbH=$。 
证 明 ， 
1. 因为 eEB, 所 以 eH={eh|h€H}={h|IhEH}=H, 同 时 4=ae€ {ah|hEH}= 
a 石 。 
2. 因为 百 乏 G, 对 任意 证 E 瑟 , 若 太 天 j, 则 对 ;和 关 apssaEG 所 以 a 五 中 没有 共同 
元 素 且 IaH |= | 五 |， 
3. 因为 a€E BH, 所 以 aH={ahlh€E HH}={h | EH}ICG HH, 又 由 于 |aBH1= |8H1; 故 
2 五 一 万 。 
4. 对 任意 的 ZzEa 晶 , 设 工 = 二 ahi,hi EH, 则 对 任意 xzhExH, 有 xh= (ah)h=a( 有 hh) 
二 ah' ,其 中 EH。 因 此 ah'Ea 理 , 亦 即 xz 五 Ca 万 。 反 之 , 若 7+ 二 ahi, 就 有 a 一 zh7' ,其 中 
hE 可 ,故此 对 任意 ahEa 日 ,都 有 ah 二 (xhi Dh 一 TCh7 由) Ex 晶 , 亦 即 aHCzH, 因 此 
性 质 4 得 证 。 
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5. 先 证 必要 性 ,因为 a 五 =6 昌 ,由 性 质 1,a€a 晶 =8H, 故 aE€6H, 由 此 存在 元 素 hE 
五 ,满足 4 二 怒 , 因 而 5 !'a 二 hE 如 ; 青 证 充分 性 ,因为 a-15€E 厂 ;所 以 存在 hE 旷 , 满 足 a-'6 
二 hh.: 因 而 在 群 G 中 有 56=ah, 亦 即 5Ea 太 ;又 由 人 性质 4,5 昌 =a 日 ,至 于 性 质 的 男 一 半 , 册 
于 a 与 6 是 对 称 存 在 的 ,所 以 不 证 自明 。 

6. 车 a 吾 门 6H 关 和 则 存在 一 个 元 素 x,xEaHNneH, 这 时 xEa 日 ,rEBH 由 性质 4， 
XH 二 aH=bH , 故 得 证 。 

由 性 质 6 可 以 得 到 

定理 8. 5.2 设 G 是 有 限 群 ,五 是 G 的 子 群 , 则 存在 一 个 正 整 数 记 ,满足 

G=aHUaHU.… UwalH, 

其 中 aB 人 lasH=B ij iy j=1,2, 上 

比如 例 8. 5. 1 中 ,G= 吾 U0 HU 3) 五 , 例 8.5.2 中 ,= 五 UL 2)H, 如 果 避 是 
无 限 群 , 它 的 陪 集 分 解 可 能 是 无 限 的 ,也 可 能 是 有 限 的 。 

例 8.5.3 设 G=(R’，:), 五 =={1, 一 1} 是 GG 的 子 群 ,于 是 

G 一 U aH 


oeER+ 


其 中 R' 是 正 实数 集 ,R" 是非 零 实数 集 ,因此 局 分 解 为 无 限 个 陪 集 。 

例 8.5.4 设 G=(a) 是 无 限 循 环 群 , 玉 =={'…a ,eya’,…} 是 G 的 子 群 , 则 G= HU 
a 于 , 它 只 分 解 为 二 个 陪 集 。 

群 的 右 陪 集 分 解 的 性 质 与 左 陪 集 完 全 类 似 , 虽 然 在 许多 倩 况 下 五 的 左 . 右 陪 集 不 一 
定 相 等 。(aH 闫 Ha) ,但 是 它 的 左右 障 集 的 个 数 是 相等 的 , 即 它们 或 者 就 是 无 限 大 或 者 都 
是 有 限 而 且 数 目 相等 。 下 面 的 定理 给 出 了 这 个 结论 。 

定理 8. 5,3 五 是 G 的 一 个 子 群 , 设 态 的 左右 陪 集 的 集合 分 别 是 SL,Ri。 

SS: = {aHla EG}, Ri = {Hala € G}, 
则 存在 57; 到 Ri 的 一 个 双 射 o。 

证 明 ; 令 o:aH->Ha ,我 们 将 证 明 是 双 射 ,首先 证 明 相 同 的 左 障 集 在 Ri 中 的 象 也 
相同 , 亦 即 aH =6bH < 一 > Ha™! 一 Hb 1。 因为 aH=6bH 天 一 > a EH <=> (a 1!) 
8 1) 7! 后 恕 , 且 由 于 定理 8. 5. 1 的 性 质 4 对 右 陪 集 而 言 可 表 为 Ha= Hb < 之 => ab"!1€ 
再, 因此 (a -1-1E 晶 之 = 沁 Ha-1=Hb-!。 该 结论 一 方面 说 明 一 个 左 陪 集 在 Ri 中 
的 象 与 该 陪 集 的 代表 元 选择 无 关 , 另 一 方面 也 说 明 若 a 晶 关 5H, 则 Ha-'! 关 H5 !, 即 
gla 是 ) 了 关 oW 日 ), 帮 ao 是 单 射 ,。 反之 ,对 任意 的 HaE Ri, 都 有 ota-'H)==H(a-!)-!= Ha，, 
即 存 在 原 象 a-! 右 E51 ,因此 o 是 满 射 , 故 o 是 双 射 , 即 Si 与 Ri 之 闻 存 在 一 一 对 应 关系 。 
这 样 我 们 得 到 如 下 定义 

定义 8.5,2 群 G 关 于 其 子 群 产 的 左 ( 右 ) 陪 集 的 个 数 , 称 为 五 在 G 中 的 指数 , 记 作 
[G1:H]. 

例 8.5.5 若 态 ={e}, 则 Si=={{a}|la€EG}, 因 此 [G+ {e}j]=| G |, 或 记 作 [G : 1]。 

在 例 8. 5. 1 中 ,[LG ， 五 ] 一 3, 而 有 每 一 个 左 陪 集 都 与 瑟 含有 相同 数目 的 元 察 。 在 有 
限 群 G 中 ,由 于 每 一 个 左 陪 集 a 恕 ,都 有 |aH|==1 吾 |, 而且 G 中 共有 [LG : 五 ] 个 不 同 的 左 
陪 集 ,加 之 这 些 左 陪 集 构 成 了 G 的 一 个 分 解 ,因此 |G| 一 CG : 五 ]* | 五 | ,于 是 我 们 得 到 了 
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-个 重要 定理 。 

Lagrange 定理 . 设 G 是 有 限 群 ,是 G 的 子 群 , 则 [G : 1]=[G: HEH : 1]。 

该 定理 说 明 一 个 有 限 群 G 的 子 群 五 的 阶 只 可 能 是 G 的 阶 的 因子 ,比如 G 是 10 阶 的 
群 ,那么 它 最 多 只 有 1 阶 .2 阶 .5 阶 和 10 阶 的 子 群 ,而 不 可 能 有 3 阶 .4 阶 等 等 子 群 。 从 
Lagrange 定理 可 以 得 到 以 下 几 个 重要 推论 。 

推论 1. 设 有 限 群 G 的 阶 为 x, 则 G 中 任意 元 素 的 阶 都 是 ”的 因子 , 且 适 合 x* 二 e。 

证 明 ; 设 a 是 GG 中 的 任 一 元 案 , 由 a 生成 的 G 的 一 个 循环 子 群 五 一 (ay ,由 Lagrange 
定理 知 吾 的 阶 是 的 因子 ,而 | 英 |=Ote), 因 此 Ola}|[G :1], 设 Ota) 一 m, 则 一 定 存 
在 正 整 数 , 满 足 n 一 km, 所 以 a"=a”"== (a")*= 二 et 二 e, 即 G 中 任意 元 素 4 都 适合 方程 x" 一 
eo 

推论 2, 阶 为 素数 p 的 群 G 是 循环 群 。 

证 明 : 任 取 G 中 一 非 单位 元 a, 由 a 生成 的 循环 群 ta) 是 G 的 子 群 , 且 (《a) 不 是 单位 元 
群 , 即 Oca) 污 1, 由 于 户 是 素数 , 故 p>1, 又 由 于 Ota)|p; 所 以 Ota)==p, 即 G= (a)。 

推论 3. 设 4.B 是 群 G 的 两 个 有 限 子 群 , 则 


其 中 AB= {abla€E A,6EB}= UaB. 


证 明 : 因 为 B 是 6G 的 子 群 ,所 以 aB 是 B 的 一 个 左 陪 集 。 设 5S. 一 {aBla€ 4}= {a1B， 
asB."* oanB}, 青 令 D==4 们 B, 可 知 DD 是 G 的 子 群 ,同时 也 是 4 的 子 群 ,因此 4= UaD， 
设 5S, 二 {2Dla€ A})=={aD,azD,… ,aaD})。 我们 在 5S, 和 S; 之 间 建 立 一 种 关系 ,o;aiB 一 
aiDD。 由 于 陪 集 的 性 质 , 对 任意 arajE 4, 若 aB=ajB, 则 有 ar'aj€ B; 同 时 因为 aiwajE A 
利 4 是 群 , 故 a; ia;E 4A, 因 此 ar'aj€E A 门 B, 即 a7!laj;EDD, 它 等 价 于 a;D=ajD。 所 以 o 是 观 
射 且 是 单 射 ,同时 对 于 任意 的 a;DE5,, 都 存在 a:E 4, 亦 即 有 aiBESi, 满 足 olaB8) 一 aiD， 
故 a 是 满 射 , 因 此 a 是 双 射 , 亦 即 15.1= 15,| 二。 因此 

1481 = | UaB| = IB|, 141 =#&ID|, 
用 上 ==|41/1D| 代 入 前 式 就 有 
[4118| 
I4NB| 

例 8.5.6 设 G 是 阶 为 4 的 群 , 则 G 或 是 循环 群 ,或 是 Klein 四 元 群 。 

证 明 ; 车 有 wuEG, 且 a 的 周期 是 4, 则 (a} 是 G 的 循环 子 群 ,是 (a) 二 G, 所 以 G 就 是 御 
环 群 。 否则 G 中 不 含 周期 为 4 的 元 ,这 样 除 单位 元 外 ,由 Lagrange 定理 ,其 余 元 素 的 周期 
只 能 都 是 2, 设 G={e,a,b,c}) ,应 有 a 二 如 二 c:=e, 叉 因为 a,6EG, 且 消去 律 成 立 , 所 以 a8 
六 4460 隆 5 ,上 且 4a6 关 e; 故 此 ab=c。 同 理 ac=6,&e 二 a,…' ;因此 GG 的 莱 法 宸 如下; 

b 
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e c 
€ e a b rc 
ala ee ¢ 4b 
pb b c e a 
Fr 有 a ee 
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它 就 是 Klein 四 元 群 。 . 

例 8.5.7 设 a,5 是 群 G 中 的 二 个 元 素 ,Ota)==m,046)= 二 =n, 目 m 和 zn 互 案 , 又 设 在 
G 中 do 一 如, 证 明 Olab)=mn。 

证 明 : 设 a6 的 周期 为 ,因为 (a 二 a”mb™ 二 =e, 因此 上 mm, 由 于 (a5》*= 二 a 二 e, 所 以 
a 一 bE (5), 即 (tat) 是 二 ) 的 子 群 。 由 Lagrange 定理 知 (a*) 的 阶 是 人 8 的 阶 的 因子 。 同 时 
因为 at€ (ta), 因此 (a 和) 也 是 (a) 的 子 群 ,同样 Ola*》| O4a) ,也 就 是 说 (ae 的 阶 是 加 和 
的 公 因 子 , 由 于 Gm,n) 二 1 所 以 Ota*) 二 1, 即 a 二 e, 同 时 六 =e, 亦 即 m[4,n|&, 因 此 名 是 
Don 的 倍数 ,而 且 满 足 二 [m,n], 因 此 k= 


8.6 正规 子 群 与 商 群 


有 从 上 节 中 我 们 看 到 ,在 许多 情况 下 群 C 的 子 群 的 左右 陪 集 并 不 相等 ,但 是 有 些 子 群 
五 ,能 够 对 G 中 的 任意 元 a, 满足 a 瑟 一 Ha, 比 如 例 8. 5.2 就 属于 这 种 情况 ,这样 的 子 群 叫 
做 正规 子 群 。 

定义 8.6.1 设 瑟 是 G 的 一 个 子 群 ,如 果 对 任意 的 aEG, 都 有 aH= Ha, 则 称 互 是 
G 的 一 个 正规 子 群 ( 亦 称 不 变 子 群 ) ,用 符号 五 <G 表示 。 

因此 ,对 正规 子 群 瑟 就 不 必 区 分 其 左右 陪 集 ,站 简 称 为 五 的 陪 集 。 

例 8.6.1 阿 贝 尔 群 的 任 一 个 子 群 都 是 正规 子 群 。 因为 设 H= {hh :和 对 任 
意 的 aEC, 有 

a = {ahiyahs, ahs} = {hiarhay ha} = Ha, 

例 8.6.2 G 的 平 几 子 群 fe} 和 避 都 是 G 的 正规 子 群 。 

例 8.6.3 4, 是 5S, 的 正规 子 群 。 因为 4, 是 3, 中 全 部 偶 冒 换 的 集合 ,由 于 侦 置 换 之 
积 是 侦 置 换 , 奇 置换 与 侦 置 换 之 积 是 奇 置 换 , 所 以 对 S$, 中 的 任 一 冒 换 co, 都 有 oh, 一 Aa， 
故 4, 是 5S; 的 正规 子 群 。 

例 8.6.4 设 妃 是 G 的 一 个 子 群 , 且 LG ;: 石 ]=2, 则 恕 是 G 的 正规 子 群 。 

证 明 ;: 任 取 GG 中 的 一 个 元 素 a, 阁 aE 瑟 , 则 a 如 一 吾 二 Has 着 a 入 瑟 , 则 a 旦 关 昌 ,由 于 
[G : 女 ]==?2, 所 以 G=aHU 晶 ,向 样 ,HH 的 右 陪 集 Ha 关 右 , 亦 有 GHaU 玉 ,因此 aHU 
也 二 HaU 晶 ,比较 两 端 得 到 a 太一 Ha, 结论 正确 。 

给 定 G 的 一 个 子 群 五 ,怎样 判断 五 是 否 为 G 的 正规 子 群 呢 ? 

定理 8.6.1 设 吾 是 G 的 子 群 , 则 以 下 几 个 条 件 等 价 : 

1.H<G, 

2. 对 任意 gEG, gHeg“!==H。 

3. 对 任意 gEG, gHg"'CH。 

4. 对 任意 gEG, hEH,ghg EH, 

证 明 的 思路 是 1=>>2==>3 一 >4=>1。 . 

1 一 之 2, 因 为 对 任意 的 gE€G, 都 有 gH= Heg, 因 此 gHg!' 一 (gH)g ' 一 (Hg)g 一 
Hilgg ')—He=—H, 

2 二 >3 因为 对 任意 的 gEG,gHg :一刀 ,显然 包含 关系 也 成 立 , 即 gHg ' 生 日 。 
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3 一 之 4 由 于 ESEegE 瑟 ,因此 对 任意 gECRE 瑟 ,都 有 Shig IE 五 。 

4 二 六 1 由 于 ghg EE 如 ,因此 对 任意 有 ER, 部 存在 hE, 满 足 ghg ! 二 hi, 亦 即 gh 
二 hg€Hg, 由 于 的 任意 性 ,; 故 gHCHg; 反 之 , 任 取 g ECG 有 SR ') !'EH, 即 
8 hg 也 , 故 存 在 hE€E 驴 ,满足 2 一生, 亦 即 hg 二 ghi€g 晶 ,因此 Hg 导 gHH, 综 上 有 
gH 二 Hg, 对 任意 的 gEG。 

在 以 上 几 个 兰 别 正规 子 群 的 方法 中 ,一 般 性 质 4 使 用 更 经 常 些 ,因为 它 只 需要 判别 
ghg :是 否 在 鼠 中 ,而 无 需 顾及 两 个 子 集 是 否 相 等 。 

例 8.6.5 设 G 是 全 体 2xa 阶 实 可 道 矩 阵 关 于 和 矩阵 乘法 作成 的 群 , 巷 是 G 中 全 体 
行列 式 值 为 1 的 矩阵 集合 , 则 五 是 GG 的 子 群 ,而 且 是 正规 子 群 ,因为 对 任意 的 4EG， 
BEHH, 有 
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所 以 ABAT'EHRH, 即 H<IG。 

例 8.6.6 若 G 的 一 个 子 群 五 的 任意 两 个 左 陪 集 的 线 积 仍然 是 瑟 的 一 个 左 陪 集 ， 
则 五 是 G 的 一 个 正规 子 群 。 

证 明 ; 设 a4 瑟 ,b8 囊 是 玉 的 任意 两 个 左 陪 集 , 令 aH 6bH=cH, 由 于 ab= (ae) (be)€ 
aHbH=cH, 因 此 abEecH; 评 即 abH=cH ,所 DaH :bbH=abH., 

任 取 EH, 且 对 任意 gEG ehe 'hEgHg !H(gg HHH, 所 以 ghg '€ 旦 ; 亦 
即 EBH<AG, 

在 Lagrange 定理 的 推论 3 中 曾经 定义 了 群 C 的 两 个 子 群 的 雪 积 , 即 设 ,4, 瑟 委 G, 风 
AB 一 {ablaE A,bE B}) ,一般 说 来 45 不 一 定 是 G 的 子 群 , 但 是 如 果 4,8 之 中 至 少 有 一 
个 是 正规 子 群 的 话 , 可 以 得 到 下 述 定理 。 

定理 8.6.2 设 4,8 是 G 的 两 个 子 群 

1. 若 A4<G6,8<G, 则 4 站 B<4G6,4AB<G。 

2, 若 4<G,B<G, 则 4 门 B<B,4B<GC， 

证 明 : 任 取 hEANMNB, 于 是 hE 4,hEB, 对 任意 的 gEG, 由 于 有 ,8 都 是 正规 子 群 , 因 
此 ghg'EAyghge 'EB,, 故 ghg ‘EANMNB; 即 A 门 B<JG。 对 任意 aE A,58EB, 有 ab€ 
AB, 任 取 gEG, 有 gag 'EA,gbg 1'1€EB, 于 是 (gag (gbg ' YE AB=—ga(lg 'g)be IE 
AB=g(lab)g 'E AB, 因 此 A8<4G, 下面 证 明 第 二 部 分 ,因为 A4<IG,B&G, 所 以 eEANB 
关 册 且 对 任意 hEANB 以 及 4EB, 有 如 5 "'EB, 同 时 因为 5EG,hEAIG, 所 以 bhb™1€ 
马 , 故 5hb6“1EANB, 因 此 4 们 B< 了 IB。 由 4<G 知 ,对 任意 gEG, 有 gA=Ag。 亦 即 任 取 a 
EA4, 一 定 有 a'E4, 满 足 ga==a'g。 这样 任职 ab,ab, EAB, (ab) (ud) =alba)b' 一 
atlarb)b = taal} (bb1)E AB, 即 4 关于 乘法 运算 是 封闭 的 ,又 由 于 eE 4B, 以 及 (o6) 
=b ia! 二 (a DIE 4B 因 此 4B<G。 

定理 8.6.3 设 妃 是 C 的 一 个 正规 子 群 ,CG/ 互 表示 总 的 所 有 陪 集 构成 的 集合 , 则 
G/ 互 关于 陪 集 乘法 作成 群 。 称 之 为 G 关 于 五 的 商 群 。 

证 明 : 首 先 证 陪 集 乘 法 是 G/ 吾 中 的 一 个 二 元 运算 ,对 任 的 aH,BHEG/H,aHbH= 
{uf bh [A hs EH} ,由 于 在 一石 5, 因 此 ahbhs=a(hb) hs =a(bh') hs = (ab) (下 :页 :) 一 

s T70， 


abh' EabH ,其 路 1,h' 所 日。 因为 hs,hz 的 任意 性 ,所 以 aHbHCabH :同时 对 任意 的 hE€ 
Hlab) REabH ,由 于 (aDDh= (ae) (bh EaHbH ,FW abHECaHbH ,因此 aHbH =abH, 
布 ab5HEG/H ,所 以 G/FH 对 乘法 是 封闭 的 。 

对 任意 的 aH,bH,cHEG/H, (aHEH)eH = (abH)eH = (ab)eH =a(b) NH = 
aHteH) 一 aHCbHeH), 所 以 G1/H 对 该 运算 适合 结合 律 。 叉 由 于 eHaH =eaH=alH， 
aHeH =aeH ==aH ,所 以 有 单位 元 e 日 = 右 ,而 且 a 瑟 的 逆 元 是 a ! 如 ,因此 G/H 关于 陪 乘 
法 构成 群 。 

例 8.6.7 设 G=Sss 右 ={(1),(123),(132)},G/BH 含有 二 个 元 素 , 即 G/ 瑟 = ( 互 ， 
(12) 瑟 ,其 滋 法 表 是 : 


H C12)H 
H H (12)H 
Q2H | (22H H 


量 见 G/FH 是 群 。 

例 8.6.8 设 (2Z ,十 ,0) 是 整数 加 群 ,nZ= {nklkEZ} 是 Z 的 一 个 子 群 ,其 中 是 正 整 
数 ,因为 Z 是 交换 群 ,所 以 nZ 是 正规 子 群 , 商 群 Z/n 2Z 是 由 wn2Z 的 全 部 陪 集 构成 的 .nr2 在 
Z 中 的 全 部 陪 集 是 

pnMZ 1 十 Zoo 一 1) 十 17。 
在 商 群 Z/n 2 中 的 运算 是 
(+a) Gn2)=G+)+n2=r+nZ, 

其 中 rr 三 i 十 jC(mod nn) ,由 此 可 见 Zin 与 剩余 类 加 群 Zn 二 人 0,1,… ,nn 一 1} 完 全 是 一 致 的 , 亦 
即 整 数 加 群 对 nZ 的 商 群 就 是 整数 模 n 的 璋 余 类 加 群 。 

由 于 商 群 G/ 吉 是 右 在 G 中 全 部 陪 集 的 集合 ,而 且 其 陪 集 个 数 (指数 ) 是 LG : 五 ], 所 
以 该 商 群 的 阶 就 是 [G : 五 ]。 当 息 是 有 限 群 时 ,Gy/ 五 也 是 有 限 群 , 且 [LG ; 互 ]= 1G1/Z 
若 G 是 无 限 群 ,但 吉 在 G 中 的 指数 有 限时 ,G/FH 也 是 有 限 群 。 


8.7 ” 群 的 同 态 、 间 态 基 本 定理 


如 同一 般 代 数 系统 的 辣 态 与 同 构 的 关系 一 样 , 群 的 同 态 是 同 构 的 引伸 和 推广 。 

定义 8.7.1 设 G,,G;i 是 两 个 群 ,f 是 G, 到 GG 的 一 个 映射 。 如 果 对 任意 的 a.5EG,， 
都 有 

flab) = fla}f tb), 

则 称 是 GG 到 Cs 的 一 个 同 态 映 射 , 或 简称 同 态 。 

若 了 分 别 是 单 射 , 洪 射 和 双 射 时 ,分 称 之 为 单一 同 态 、 满 同 态 和 同 构 。 用 Ci 一 G: 表示 
满 间 态 ,并 称 C: 是 了 作用 下 G 的 同 态 象 。 

由 定义 可 知 , 群 的 同 构 医 是 单一 同 态 又 是 满 同 态 ,因此 它 是 一 种 特殊 的 同 态 有 映射。 

例 8.7.1 设 G,G' 是 两 个 群 , 令 f;z-re' ,对 任意 xzEG。 此 处 e! 是 G' 的 单位 元 , 则 了 
是 G->G' 的 映射 ,而 朋 对 任意 Xz,yEG,f(ry)=e'=e'e'= 二 f(x)f(y), 所 以 了 是 G 到 的 
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一 个 辣 态 ,这 个 同 态 在 任何 两 个 群 之 间 都 存在 ,一 般 称 之 为 零 间 态 。 

例 8.7.2 设 C 一 (Z ,十 ,0), 一 (Z。 十 ,0) ,定义 Fa 一 其 中 4==pn 十 r。 0 所 rr<n， 
a€Gi; 则 是 Gi 到 G, 的 一 个 满 同 态 。 

证 明 : 对 任意 aGZ, 都 有 了 唯一 余数 ,使 * 和 2z, 即 fla)€2x, 因 此 是 Gi 到 GG; 的 一 
个 上 映射。 同时 对 任意 FE ZnO0<r<n) ,都 存在 acECi ,满足 a= pn 十 rlp 是 整数 ), 使 f(a) 
一 ”所 以 了 是 满 射 。 又 由 于 对 任意 的 z,5EGi， 

Fa 十 站 一 4 十 5 一 和 十 五 一 Fe) + /0), 
因此 f 是 G; 到 Cs: 的 满 同 态 , 即 Ci 一 C。。 

例 4.7.3 设 妃 是 6 的 正规 子 群 ,对 任意 aEG, 令 Fa 一 a 五 , 则 了 是 G 到 C/ 互 的 
满 同 态 。 

证 明 ; 显 然 f 是 G 到 G/H 的 一 个 映射 ,因为 对 任意 aEG, 都 有 f(a) 一 aHEG/ 晶 ; 间 
时 对 任意 aEG/ 吾 ,都 存在 有 aEG, 满 足 f(a)==a 吾 ;因此 了 是 G 到 G/E 的 一 个 满 射 。 
又 由 于 

flaby = abH = aHbH = f(a f(D), 
所 以 了 是 G 到 G/H 的 满 同 态 。 

这 个 同 态 也 称 为 G 到 其 商 群 G/E 的 自然 同 态 ,因此 各 的 商 丹 是 如 的 同 态 象 。 

定理 8.7.1 若 f 是 G 到 Gs 的 同 态 ,g 是 Gs 到 G; 的 同 态 , 则 gf 是 Gi 到 G; 的 同 
态 。 

证 明 : 显 然 gr 是 G 到 G; 的 映射 ,以 下 只 证 明 它 保持 运算 ,对 任意 apEC 
gf lab)= gf lab)) = gf (oF) = gf aD ge)) 
— gf (l(a)gf th), 
因此 gf 是 G 到 G; 的 同 态 。 

群 的 同 态 还 具有 下 述 性 质 。 

定理 8.7.2 设 G 是 一 个 群 ,(G',，) 是 一 个 有 二 元 运算 的 代数 系统 ,车 f:G 一 G' 是 
满 射 , 且 保 持 运算 , 则 G' 也 是 群 ,而 且 G~G'。 

证 明 留 给 读者 作为 练习 。 

定理 8.7.3 设 f 是 G 到 GG 的 同 态 , 则 

1. 车 e 和 e' 分 别 是 G 和 G' 的 单位 元 , 则 fle)==e'。 

2, 对 任意 aEG,f 将 a 的 逆 元 映射 到 G' 中 f(a) 的 逆 元 ,; 邑 f(a 路 = 六 1(a)。 

3. 如 果 右 是 避 的 子 群 , 则 互 在 f 下 的 象 A(H)={fla)| a€EH} 是 G' 的 子 群 ,而 且 
HH~f(H), 

证 明 ， 

1. Fr:G 一 CG 是 同 态 , 即 取 a5EG,rab) 一 ao) 所 以 Fea) 一 大 (Ge)F(a) 一 
f(ae) ,有 即 fle) 是 G' 中 的 单位 元 ,fle) 一 e'。 

2. 性 取 a€EG, 有 a EG,flaa DD=f(le)=e'=f(a) fla) fla la)=f(e)=e'= 
fla f(a). 故 让 1(a) 一 fa!)。 

3. 任 取 ae 五 , 则 Fa ,FOOD)E f(D), 由 于 理气 G, 帮 abE 如 , 亦 即 f(ab) Ef(H)， 
因为 是 同 态 ,所 以 (a) =fa)f(), 即 f(a)ft6)E fCH), 也 就 是 说 了 (HH) 是 封闭 的 ， 
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六 因 eEHUN, 故 fle)EfFCHY, 由 于 ea==ae 二 a, 所 以 filea)= 二 fleyf(a)= f(a) fle)= f(a), 
即 fle) 是 AH) 的 单位 元 。 再 者 ,对 任意 4a€ 驴 ,都 有 a 二 玉 ;所 以 f(a 1)EACH), 由 于 
fofa DD)=f(aa = 了 (eo) ,fa fa)=f(la 'a)==f(le), 压 f(a) 是 Fa) 的 道 元 ， 
因此 fH) 是 一 个 群 , 征 AH)AG'， 

对 任意 aE 五, 都 有 唯一 的 f(a) EE 了 CH) ,对 任意 f(x)EFC(H) ,都 存在 有 zx'E 豆 , 满 
足 了 xz) 一 了 f(z): 因 此 是 玉 到 六 EH) 的 满 射 , 故 H~fCH)。 

设 f 和 g 都 是 G 到 G' 的 同 态 ,怎样 确定 和 gg 是 相等 的 呢 ? 除了 一 一 判断 G 中 的 每 
个 元 吉 z, 都 有 .F(z) 一 g(Cz) 以 外 ,再 介绍 一 个 定理 。 

定理 8.7.4 设 和 8 都 是 如 到 妇 的 同 态 ,S8 是 G 的 牛 成 元 集 , 假 定 对 任意 的 sE5， 
都 有 f(sy==g(s), 则 f==g。 

证 明 : 令 Gl={a€G|fla) 一 g(a)}) ,因为 Fe) 一 e 二 gle) ,所 以 eEG, 因 此 G 非 空 且 
G1 忆 $。 同时 闭 a,5EGiy 则 f(a 了 = 了 (a)f (DD) 一 g(a)g(06) 一 g(ab) ,因此 abEG1, 且 若 a€ 
Gi 有 f(a)= 广 i(0) 一 g 1(4) 一 g(a), 即 a-!1EG,, 因 此 Gi, 是 GG 的 子 群 ,由 于 Gi 汪 5， 
并 根据 生成 元 集合 5S 的 定义 ,因此 G1 二 G, 于 是 对 所 有 a€G;, 都 满足 f(a) 一 gla), 即 f= 
8 

下 面 介绍 同 态 核 的 概念 及 性 质 。 

定理 8.7.5 设 f 是 G 到 G' 的 向 态 ,e 是 G 的 单位 元 , 令 K={aEG|fla)=f(e)}， 
则 下 是 的 正规 子 群 ,KK 称 为 同 态 了 的 核 , 记 作 Kerf。 

证 明 ; 由 于 了 是 同 态 ,所 以 fle)==e' 是 G' 的 单位 元 , 设 8,hEEK, 有 (hh) 一 
FR FE) le fe se = eH FR DD) R= (ee) =e =f(le), PE!'EKR, 
因此 外 是 G 的 子 群 。 对 任意 gEG,kEK, 因 为 

flg ha)= fg DFR Fg) = f(g FEE) 
= !'(g)fle) =e = fe), 
因此 gikgEK, 故 KK 是 G 的 正规 子 群 。 

定理 8.7.6 设 f 是 G 到 G' 的 同 态 ,KK 是 同 态 的 核 ,那么 对 任意 的 a,bEG,f(a)= 
了 ( 丰 的 充 要 条 件 是 bEakK。 

证 明 ; 充 分 竹 。 由 于 5EaK, 所 以 存在 一 个 EK, 满 是 5 二 ak, 因 此 f(6) 一 f(ak) 二 
DFO) 二 fa)fte) 二 f(a)。 必 要 性 ,因为 fa) 二 06), 所 以 afla) 一 (a) (6) 
一 ra AD 一 re 0)=e'==f(e) 亦 即 a WEK 或 bEaK。 

对 于 如 到 G 的 任何 同 态 f, 都 可 以 得 到 G 的 一 个 正规 子 群 一 一 同 态 核 Kerf,Kerf 
中 至 少 包含 G 中 的 单位 元 e。 利 用 同 态 核能 够 判断 一 个 同 态 基 否 为 单 同 态 。 

定理 8.7.7 设 f 是 G 到 GG' 的 一 个 同 态 , 则 了 是 单 同 态 的 充 要 条 人 忻 是 Kery 一 (e) 。 

证 明 ; 设 了 是 单 同 访 , 则 了 是 G 到 的 一 个 单身 ,所 以 G' 中 的 单位 元 ce/ 在 G 中 只 有 
一 个 原 象 e, 因 此 Kerf= {e}。 再 证 充分 性 ,对 任意 a,5EG, 且 f(a)= 了 2) , 则 (站! 
(的 一 Fa DN= fab ), mfOOOFTDD=AOF = ) =f !)= 
fle), 故 ab '==e, 亦 即 z 二 5。 因此 是 单 同 态 。 

从 该 定理 可 以 得 到 如 下 推论 : 

推论 : 设 了 是 从 避 到 GG' 的 满 同 态 ; 则 了 为 同 构 的 充 要 条 件 是 Kerf= {e}。 
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8.6 节 已 指出 , 任 取 G 的 一 个 正规 子 群 召 , 则 对 应 存在 由 所 的 陪 集 构成 的 商 群 G/ 
五 ,那么 G 和 其 商 群 C/ 末 之 间 的 关系 如 何 呢 ? 对 此 我 们 有 

同 态 基本 定理 , 设 G 是 一 个 群 , 则 G 的 任 一 商 群 都 是 G 的 同 态 象 ;反之 , 若 G' 是 G 的 
同 态 象 ,了 是 CG 到 SG 的 满 同 态 , 则 G'22C/ 天 ,其 中 天 一 Kery。 

证 明 : 设 G/ 五 是 G 的 任 一 商 群 ,显然 鼠 <C, 对 任意 的 aeEG, 令 g:ae 一 az 五 ,由 
例 8.7.3 可 知 g 是 GG 到 G/ 的 满 同 态 , 即 G/H 是 G 的 一 个 同 态 象 ,下 面 再 证 第 二 部 分 。 
设 f 是 6G 到 GG 的 满 同 态 ,Kerf= 居 。 令 pgp: aK 一 f(a), 对 任意 的 aKEGI/K ,我 们 要 证 明 % 
是 G/K 到 的 同 构 映 射 。 

首先 ,对 任意 a 尺 =bK ,都 有 a '6EKK, 所 以 f(a 外 二 f(e), 亦 即 f(a)== 了 (4) ,也 就 
是 说 glaKK) 一 gl6bK), 因 此 gp 是 G/K 到 G' 的 映射 。 其 次 ,对 任意 xEG' ,由 于 了 是 满 同 态 ， 
可 知 存在 有 a€G, 使 f(a) 一 x, 因 此 glah) 一 f(a) 一 z+, 即 gq 是 G/K 到 G!' 的 满 射 。 同时 由 
于 

PaKBK)= gabK) = flab) = flad fe) 
= HaK)gbK), 
因此 gp 是 G/BH 到 G' 的 满 同 态 。 最 后 ,由 于 下 是 了 的 同 态 核 ,根据 定义 fla)==fle)<<=>> 
aEK, 有 
Keryg— {aK €E G/K KaKk) = HK)} 
= {aK|f(a) = fle)) = {K}, 
根据 定理 8, ?7,7 知 ?是 单 同 态 。 所 以 ?是 G/ 天 到 必 的 同 构 , 即 C/ 天 SC 。 

同 态 基本 定理 表明 ,G 的 任 一 商 群 都 是 G 的 一 个 同 态 象 ,同时 G 的 任 一 同 态 象 都 与 
G 的 某 个 商 群 同 构 。 因 此 在 同 构 的 意义 下 ,G 的 任 一 同 态 象 不 过 是 G 的 某 个 商 群 而 已 ,所 
以 车 把 G 的 每 个 南 群 决定 以 后 , 它 的 所 有 同 态 象 都 随 之 而 定 。 

例 8.7.4 设 电 是 G 的 正规 子 群 ,fF : G->G/H 是 自然 同 态 , 求 Kerf。 

因为 了 是 自然 同 态 , 所 以 对 任意 aeEG, 有 oa) 一 oa 万 ,根据 定义 Kerf = (teE 刀 |F(a) 
二 f/f(e)} 一 (aEGlaH 一 Hl} ,显然 Kerf 二 HH。 

例 8.7.5 设 G 和 GG 分别 是 阶 数 为 xm 和 的 循环 群 (xm 之 x), 则 G~G' 的 充 要 条 件 是 
n|m, 

证 明 ; 若 G~G', 由 同 态 基 本 定理 得 知 G' 同 构 于 的 一 个 商 群 G/KK, 其 中 六 =Kerf, f 
是 G 到 G' 的 满 同 态 ,因此 | G f=n=| G/K 1, 由 于 商 群 G/K 的 阶 是 [G : Kj]==| G 1/ 
| 关 | ,所 以 x 一 m/| 必 | ,1 民 | 是 正 整 数 , 故 nnjm。 反 之 , 设 nim'; 令 GG= a},G' = (人 ,规定 
G 到 G' 的 上 映射: a*-> 太 , 对 (ta) 中 的 任意 村, 若 时 一 时 一 人 2 一 e 一 六 网 | 下 一 上 一 人 > 于 | 大 
一 (一 > 上 -一 < 一 人 > 久 一 #。 这 就 是 说 ,对 于 GG 中 的 任 一 元 ,无 论 其 表示 方法 如 何 , 在 了 下 有 
唯一 的 象 ,所 以 7 是 映射 ,而 且 对 任意 如 EC ,都 有 a EC 使 Fe) 一 六 ,和 故 了 是 满 射 :再 
者 ,对 任意 earEG,Faai) 一 Fa 一 5 一 有 一 aa ,所 以 了 是 满 同 态 , 即 G~ 
人 。 

假定 C 是 C 的 同 态 象 , 则 同 态 核 Ker 是 G 的 正规 子 群 ,G 中 也 一 定 存在 包含 Kerf 
的 子 群 。 我 们 现在 分 析 这 些 子 群 与 G' 的 诸 子 群 之 间 的 关系 。 

定理 8.7.8 设 天 是 C 的 正规 子 群 , 吕 是 CG 中 包含 天 的 子 群 , 则 
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1,H'=H/K 是 G'==G/K 的 子 群 。 

2,91 HH' 是 G 中 包含 下 的 子 群 的 集 台 到 G 的 子 群 的 集合 之 间 的 双 射 。 
3. 豆 是 C 的 正规 子 群 的 充 要 条 件 是 H' 是 G' 的 正规 子 群 ,而 且 此 村 

G/K 

H/K° 

证 明 : 由 于 五 是 G 的 子 群 , 且 包 含义 ,因此 亦 是 瑞 的 正规 子 群 。 由 商 群 的 定义 ， 
如 /天 自然 是 G/K 的 了 群 。 下 面 证 明 9: HH' 是 双 射 。 今 五 , 娓 ; 是 两 个 包含 天 的 
的 子 群 ,假定 召 ,/ 扰 一 已 :7 天 , 则 对 任意 的 遍 拭 媚 ， 有 丙 天 后 五 /天 亦 吧 hiKE Hi/K, 这 
祥 , 存 在 某 个 久生 已 ; 满足 有 KK= 有 KK ,由 陪 集 性 质 ,h; 1 有 EK, 因 此 存在 EK 满足 太一 
帮 尖 ,由 于 天 < 五 ,所 以 用 E 瑟 :, 亦 即 旋 后 疡 :, 故 克 ;所 五 :。 同 理 丈 , 生 五 ,因此 已 ,一 玖 ,这 
说 明 9: H->H' 是 单 射 ,再 证 yp 是 满 射 。 邻 玉 ' 是 G' = 二 G/K 的 任 一 子 群 ,由 于 GG' 实 际 上 是 
G 中 关于 子 群 天 的 全 部 陪 集 的 集合 . 因此 五 "是 其 中 某 些 陪 集 的 集合 . 令 吾 是 G 中 这 些 
障 集 的 并 ,现在 我 们 证 明 坊 是 GG 的 一 个 子 群 。 假定 任 意 的 有 .hEH, 则 有 KhKEH'， 
这 样 有 #2 民 二 人 KK) (hzk) EH' ,因此 hh, 故 旭 是 封闭 的 ;同时 十 中 有 单位 元 e， 
另外 由 于 BH' 是 子 群 ,所 以 任 一 训 KKEH' 都 有 逆 元 (hK) 1'EH' ,由 于 ChK) (hi') = 
下 天 一 天 故 后 天 一 (用 开 ) IE 五 ,所 以 AIE 五 ,因此 用 在 百 中 有 道 元 向 :从 而 五 
是 G 的 子 群 。 因 此 ?是 满 射 , 第 二 部 分 得 证 。 

以 下 表 证 明定 理 的 第 三 部 分 。 由 于 瑟 ' 一 H/K 一 {RhK|hE HH}, 所 以 对 任意 gKEG'， 
hKEH', 有 (gK) (RK) (CgK) = (ghe 天 ,由 于 百 习 G, 所 以 ghg = 有 hE€ HH, 故 
(ghg ')K=Ah'KEH' ,好 H' 是 G' 的 正规 子 群 。 反 之, 若 HH' GO', 则 对 任意 gEG,hEH， 
(ghg DK=(gK)(hR)(g RK)= (gh (AK) (gk EH' ,A 此 ghg IE 严 , 即 五 <C。 这 
时 我 们 可 以 构造 一 个 商 群 G'/E', 且 存在 一 个 自然 同 态 广 ;: G'>G'/H' ,使 得 对 G' 中 的 任 
意 元 素 g, 有 广 (8) 一 gH; 辣 时 G 到 G' 也 有 一 个 自然 同 态 / : g->g。 于 是 可 以 得 到 从 G 到 
G'/H' 的 一 个 满 同 态 9, 该 同 态 的 核 是 满足 gE€H' 的 所 有 gEG 的 亿 合 ,由 于 H'={hK|h 
E 万 ), 且 天 殷 王 ,所 以 该 集合 就 是 二 本 身 , 亦 妇 。 Kery= 石 。 由 同 态 基本 定理 ,G/ HG'/ 
H'。 

定理 8.7.9 令吉 和 太 是 G 的 于 群 , 且 天 是 正规 子 群 . 则 映射 / ;AhK->hCKNMH)， 
jiE 万 ,是 五 氏 / 兵 到 吾 / 天 门 互 ) 的 一 个 同 构 。 

证 明 : 由 定理 8.6.2 知 KK 门 太 是 二 的 正规 子 群 ,HK 是 GG 的 子 群 , 且 因 KCHK. 所 
以 下 是 HK 的 正规 子 群 ,因此 存在 商 群 HK/K 和 HAKNMH)。 下 面 证 明 它 们 之 间 存 在 
同 构 。 设 站: ggKK,gEHH, 则 下 的 象 是 所 有 hEH 的 陪 集 hhK 的 集合 。 由 于 任何 障 集 
haK ,其 中 EH,kER, 都 与 hK 是 一 致 的 ,所 以 了 的 象 就 是 HK/K ,该 同 态 的 核 就 是 满 
足 hK==K 的 (EH) 的 集合 , 亦 即 它 是 HK/K 中 的 单位 元 。 因 为 上 开 = 天 的 充 要 荣 件 是 
hEkKK, 所 以 Kerf 一 HMMK ,由 同 态 禁 本 定理 ,H/CH 站 KK) 与 HK/K 问 构 。 

例 8.7.6 设 太 是 GG 的 正规 子 群 ,| G |=mn,| HH |=44 且 mr 与 4 互 素 , 则 如 是 G 
的 唯一 一 个 阶 为 a 的 子 群 。 

证 明 ; 设 玉 ' 是 G 的 另 一 个 # 阶 子 群 , 则 BH'H 是 G 的 合 有 的 子 群 ,因此 H'H/H 
是 G/H 的 子 群 .由 于 | G/FH |=m, 设 日 HH/H 的 阶 为 上 &, 则 lm。 由 定理 8.7.9 有 H'H/ 
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G/H LO'/H' = 


琶 HCN 人 要) ,因此 H'ACH' 介 右 ) 的 阶 也 是 ,但 日 ' 的 阶 舌 4, 故 kn。 由 于 是 mx 和 
4 的 周子 , 且 rm 与 4 各 案 , 故 衣 =1, 因 此 HH' 昌 = 恕 ; 即 H' 二 昌 , 所 以 非 是 唯一 的 n 阶 子 
群 。 


8.8 群 的 直 积 


定义 8.8.1 设 Gi,Gzs 是 两 个 群 ,它们 的 积 代数 C,X Cs 关于 乘法 Casb)(az,b1) 一 
(aiaz sb1bz) 作 成 的 群 册 做 G1,Gs 的 直 积 , 用 GXGs 表示 。 

如 果 G;,Gz 是 有 限 群 ,那么 G,XG 也 是 有 限 群 ,而 且 | G, XGs|=| Gi|| Gz|。 如 果 
Gi; G; 都 是 可 交换 群 , 则 (ai ,61) (az562) 二 (4142561) 一 《qza116261) 一 (42064) Cas) , 亦 即 
G1XG; 也 是 可 交换 群 。 

例 8.8.1 设 G={e,a} 是 二 阶 循环 群 , 则 GXG 有 4 个 元 素 , 即 GXG= {(e,e),(e， 
4),(are),(asa)} ,由 于 除 单位 元 (e,e) 外 其 余 元 泰 的 阶 都 是 2, 所 以 它 与 Klein 四 元 群 同 
构 。 

例 8.8.2 设 Gl= (ta) 是 7 阶 循环 群 ,.G,= 4) 是 s 阶 循环 群 , 若 r+ 与 s 互 案 , 则 G1XG， 
是 rs 阶 循环 群 。 

证 明 ; a: 站 是 GXxG， 的 一 个 元 ,由 人 ab 可 以 构成 GIX Cs 的 一 个 子 群 , 设 它 的 阶 
为 了 ,因为 (a,87 一 (区 ) 一 (elyes) 故 如。 同时 册 于 (ab 一 (e ,六 ?一 (eye 所 以 
rldssld, 亦 即 [r,sj| dd 而 > 与 3 互 素 : 故 mlg。 因 此 天 一 4d。 由 于 CGIXC: 是 rs 阶 的 群 ,而 
《a,6)) 的 阶 也 是 天 ,所 以 (ae 全 是 GIXGs 的 一 个 生成 元 ,G1XG, 是 循环 群 。 

例 8.8.3 设 妃 , 瑟 : 分 别 是 Ge; 的 正规 子 群 , 则 HXH, 是 G,XGs 的 正规 子 群 。 

证 明 ; 易 见 玉 ,XH; 是 G;XG; 的 子 群 。 设 (a,)E HXH,, 对 任意 的 TEGI.yEG;， 
(Try ECG XG 有 Cry ab Ty = a ry) = rar yb '), 因 为 
HI,Hs 是 正规 子 群 , 所 以 zar :EHi,yby IE 五 :, 故 (zaz ',yby 1 EHXH,,H,XH; 
<IG XG,。 

定理 8.8.1 设 G,G; 是 G 的 两 个 正规 子 群 , 若 G 中 的 每 个 元 可 以 唯一 地 用 G,G; 
的 元 的 积 来 表示 , 则 G22G,XC:。 

证 明 : 由 定理 8. 6.2,G1G; 是 G 的 正规 子 群 , 由 于 对 任意 gEC, 都 有 8 一 与 ga 其 中 四 
ECGigzEGs 而 且 该 表示 是 瞧 一 的 。 这 样 , 设 fggs 一 gitg2); 易 证 是 GGi 到 G1XG; 
的 双 射 。 要 证 胡 下 保持 运算 ,需要 先 证 对 任意 的 giEG! ,B82 所 Gz, 均 有 BigB2™~ B28l1o 由 于 C 
的 元 可 以 唯一 地 用 G1G; 中 的 元 素 表 示 , 故 G1 门 Gs=e ,否则 若 gE€G 站 G2ss 则 g=ge=eg， 
& 的 表示 法 不 唯一 ,产生 矛盾 。 由 于 (gig2) (8281) "二 g18281 !'823! 二 (gi8281 87! EG:， 
(BB B281) !—=pBB2B1 B83 = (881 8 EG PM gg gs) ‘EG NG gg 
《8281) 一 e818 二 B28i' 这 样 

f(giga) (gg = flgi(grB' ) gs') 
= f(g gi B28 ) 一 CBE ) pipe')) 
= (gg81 E281 ) = (B182) 81 Bz’) 
= f(giga) f(g,' ge )。 
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因此 f 是 G 到 GxG 的 同 构 。 

这 个 定理 说 明 , 如 果 Gi,G: 是 避 的 正规 子 群 , 且 避 的 每 个 元 都 可 以 唯一 地 用 G1,G， 
中 的 元 的 乘积 表示 , 则 C 可 以 用 Gi 和 G 的 直 积 表示 。 这 时 我 们 也 称 G 是 其 子 群 G,,G， 
的 内 部 直 积 。 

直 积 的 构 念 也 可 以 推广 到 个 群 的 情形 。 

定义 8.8.2 设 G,G:…G. 是 个 群 ,在 G 二 G1XGzX*…XG, 中 定义 ,对 任意 的 a， 
bEGa= (girgar "go) b= (gE ge "rgn ) 有 

ab= (gir82r°"" Br) CE) Es ss En) 
= (gi18! B82 Bo )s 

刚 G 关于 上 述 运 算 构成 群 , 称 之 为 G, Gar GG 的 直 积 。 

显然 群 G 中 的 单位 元 是 (el,e2,… ,es) ,对 其 中 的 任意 元 (ggs，…,go) ,都 有 其 逆 元 
(ESE2E 一 (g7 82 ED。 如 果 ChG…G. 都 是 有 限 群 , 设 G1,2,*…， 
”) 的 阶 是 |Gi|, 则 直 积 G 也 是 有 限 群 , 且 它 的 阶 是 IG| 一 林 1G | 。 而 且 如 果 G 都 是 可 交 


换 群 , 则 G 也 是 可 交换 群 。 

定理 8.8.2 设 G 有 nn 个 正规 子 群 G;,i=1,2,…,n, 若 G 中 的 每 个 元 都 可 以 唯一 地 
用 GCC 中 的 元 的 积 来 表示 , 则 GG1 XGsX*XG,。 

该 定理 的 证 明 思 路 与 前 一 定理 类 似 , 留 给 读者 作为 练习 。 


习 题 八 


1. 在 实数 集 R 中 定义 运算 ， 如 下 :a ，5=a 十 5 十 ab8, 对 任意 a.5ER, 证 明 ， 
a)(R,，) 是 半 群 。 
5)(R,，) 是 乏 群 。 
c) 找 出 ( 民 ,。) 中 全 部 可 赣 元 。 
2. 设 LS,， ) 是 半 群 ,证 明 SXS 对 于 下 面 规 定 的 结合 法 ， 作 成 一 个 半 群 
《aiy23 * (Bb2) 一 《如 ap， 
当 S 有 单位 元 时 ,SXS 也 有 单位 元 。 
3, 设 (S,。) 是 半 群 , 且 左 , 右 消去 律 都 成 立 , 证 明 5 是 交换 半 群 的 充 要 条 件 是 对 任意 
2 了 ES， 
(ab)’ = Q282 。 
4, 设 2 是 整数 集 ,X 表 示 采 法 运算 , 试 证 明 (Z, X ) 是 乏 群 ,和 且 ({O},X ) 是 子 半 群 而 不 
是 子 么 群 。 
5. 证 明定 理 8. 1. 3 的 推论 。 
6. 设 是 么 群 ($S,，) 到 (7T, * ) 的 同 构 , 证 明 如 果 e 是 5S 的 单位 元 , 则 ale) 是 (T, *%) 
的 单位 元 。 
7. 设 GG 是 群 ,证 明 如 果 避 中 任意 元 的 逆 元 都 是 它 自身 , 则 G 是 交换 群 。 
8. 令 G= {km|kEZ},m 是 取 定 的 自然 数 ,证 明 (G, 十 ) 是 群 。 
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9. 设 G=(2Z,*), 对 任意 的 a,bE2Z, 规 定 
a*b=at+b— 2, 
证 明 G 是 群 。 
10. 设 G 是 群 ,ua,8,cEG, 证 明 
Xxa2ba = Te 
在 刀 中 有 且 仅 有 一 个 解 。 
11. 令 GG 是 实数 对 (a;5) 的 集合 ,a 关 0. 定 义 
(Cab)ted) = taccd + ph) 
以 及 单位 元 e=(1,0) ,证明 G 是 群 。 
12. 设 如 是 么 群 ,apEC, 证 明 a 有 可 道 元 的 充 要 和 条件 是 aba = 二 a 和 ab*a==e。 
13, 设 五 是 G 的 子 群 ,XEG, 今 
Hi=xr IHr= {rr hrih EH}, 
证 明 已 , 是 G 的 子 群 。 
14. 证 明 避 中 多 个 子 群 的 交 仍 然 是 G 的 子 群 。 
15. 说 明 Klein 四 元 群 是 否 为 循环 群 。 
16. 求 剩余 类 加 群 (z1o, ,十 ;的 所 有 子 群 。 
17. 设 如 是 阶 为 素数 p 的 循环 群 , 则 G 的 任意 元 ala 关 ce) 都 是 G 的 生成 元 。 
18. 证 明 整 数 加 群 人 xz, 十 ) 与 偶数 加 群 同 构 。 
19. 证 明 若 群 C 除 单位 元 以 外 ,其 余 每 个 元 的 阶 都 是 2. 则 G 是 交换 群 。 
20. 设 G=(a) ,Gi 二 4a) ,Gz 二 (a 分别 是 G 的 子 群 ,其 中 r+.s 是 非 负 整数 ,证 明 G. 门 
G2 二 《a ) ,其 中 必 = [r,sj]。 
21. 在 Ss 中 设 
1 2 3 4 5 6 1 2 
“| 3 5 6 1 | |， 1 
试 计 算 er,rc,a ,ar ,同时 将 它们 表 成 对 换 之 积 。 
22. 求 交 错 群 4,。 
23. 设 = 是 $. 中 的 任 一 置换 ,证 明 
a ian)a = {adalat(i,)), 
24, 试 证 明 5, 中 的 每 个 元 都 可 以 表 成 (1 2) .0 3 (1 这 一 1 个 对 换 中 若干 个 
的 乘积 形式 。 
25. 证明 任何 一 个 偶数 阶 的 有 限 群 包含 有 元 素 “和 ce ,满足 a? 二 e。 
26. 证 明 任何 一 个 群 都 不 会 是 其 二 个 真子 群 的 并 。 
27, 设 a==(1 3 2 4), 试 确定 5S, 中 (oa) 的 陪 集 。 
28. 证 明 S$， 的 非 平 凡 子 群 都 是 循环 群 , 找 出 5; 的 全 部 子 群 。 
29. 设 G 是 阶 为 6 的 群 ,证 明 心 中 一 定 有 且 只 有 一 个 3 阶 子 群 。 
30. 令 G 是 有 限 群 ,A,B 是 的 子 群 ,并 且 BA4。 证明 
[G1:B8]=[LG:A]A:B] 
31. 设 A,B 是 GG 的 子 群 ,证 明 AB 是 G 的 子 群 的 充 要 条 件 是 4B8=B8A。 
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32. 证 明 :e,(1 2)(3 4)， (1 3)(2 4),《1 4)2 3) 四 个 置换 群 可 构成 群 ,而 且 是 54 的 正 
规 子 群 。 
33. 设 及 Ha 五 是 G6 的 正规 子 群 ,县 昌 ,CHzs4 证 明太 ,BH 是 五 iH 的 正规 子 群 。 
34. 设 局 是 全 体 nxn 阶 实 可 逆 矩 阵 乘 法 构成 的 群 ,五 是 G 中 全 体 行列 式 值 大 于 零 的 
矩阵 集合 ,证 明 如 是 的 正规 子 群 。 
35, 设 C 是 G 的 中 心 , 证 明 C 的 任何 子 群 都 是 G 的 正规 子 群 。 
36, 设 忆 是 由 实数 对 (4,5) 构 成 的 群 ,a 考 0, (a,5) (esd) 二 (acyad 十 b) ,证 明 K={(1， 
5)| 5ER} 是 G 的 正规 子 群 , 且 G/KER' ,R' 是非 堆 实数 乘法 群 。 
37. 设 G=(R* ,Xx ) 是 非 零 实数 乘法 群 ,判断 以 下 哪些 规则 是 避 到 G 的 同 态 映 射 。 
fii1r— 7 
fri:r* x 


1 


万 :zz 一 二 


对 于 同 态 映 射 , 找 出 A(G) 及 Kerf 

38. 设 G 是 循环 群 ,五 是 G 的 子 群 ,证 明 G/ 是 循环 群 。 

39. 设 ff 是 GG 到 GG， 的 同 态 ,g 是 G， 到 Ga 的 同 态 , 证 明 8 是 到 G， 的 同 在 , 且 gr 
的 核 是 "ig 1(le”) ,其 中 ae* 是 GG 的 单位 元 。 

40, 证 明 对 称 群 $, 对 Klein 四 元 群 的 商 群 与 5; 同 构 , 即 S,/K, 和 9S;。 

41. 设 G ,Gs 是 两 个 群 ,证 明 GXG;i 是 交换 群 的 充 要 条 件 是 G1 ,G, 都 是 交换 群 。 

42, 设 CC 是 两 个 群 , 证 明 

GX Gi L2G, X G。 
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第 九 章 环 和 域 


第 八 章 所 讨论 的 是 具有 一 个 二 元 运算 的 代数 系统 ,本 章 我 们 将 介绍 具有 两 个 二 元 运 
算 的 代数 系统 : 环 和 域 。 环 是 群 的 一 种 特定 情况 , 它 的 不 少 内 容 与 群 有 某 些 相似 之 处 ,在 对 
环 加 某 些 限制 之 后 就 会 得 到 域 。 


9.1 环 及 其 性 质 


定义 9.1.1 给 定 一 个 代数 系统 (及 ,十 ,。) ,如果 

1) (RR, 十) 是 交换 群 ; 

2)(&,。) 是 半 群 ; 

3) 对 于 运算 十 ,运算 ， 左 、 右 分 配 律 成 立 , 即 对 任意 的 a.b.cER 

a* Him=~arbi+ar:e, 
( 百 十 c)， 丰 一 下 2 十 3。 

则 称 代数 系统 R 是 一 个 环 , 其 中 十 称 为 加 法 运算 ,。 称 为 乘法 运算 。 

通常 称 交 换 群 (R, 十 ?为 加 法 群 ,其 单位 元 为 汐 元 ,用 0 表示 ,加 法 群 中 元 素 a 的 道 元 
记 作 一 a, 称 为 负 元 ;同时 称 (&,，) 为 乘法 半 群 ,如 果 它 有 单位 元 , 则 常 称 之 为 可 ,用 1 表 
示 。 应 该 注意 十 和 “。 不 一 定 是 普通 的 加 法 与 乘法 运算 。 

例 9.1.1 整数 集 Z 对 于 数 的 加 法 和 乘法 作成 一 个 环 , 称 为 殖 数 环 。 

因为 4Z, 十 ) 是 个 加 法 群 , 且 是 交换 群 ,整数 乘法 适合 结合 律 , 故 (Z,。) 是 半 群 ,再 者 
乘法 对 加 法 满足 分 配 律 ,所 以 (Z ,十 ,: ) 是 一 个 环 。 

间 理 ,有 理 数 集 久 ,实数 集 RR 和 复数 集 C 关于 如 法 和 屁 法 运算 也 作成 环 (@ ,十 ,，)， 
( 民 , 十 ,。) 和 (C. 十 ,。) ,它们 都 称 为 数 环 。 

例 9.1.2 4 阶 的 整数 方 阵 的 集合 (2), 关于 矩阵 加 法 、 乘 法 构成 环 。 

显然 ((2),, 十 ) 是 交换 群 ,((2),,，) 是 半 群 ,而 且 对 任意 4.8.CE(Z)， 

A(B+O)=AB+AC, (B+COAS BA+CA, 

因此 (2Z), 是 环 。 

例 9.1.3 设 2Z, 表示 模 的 全 体 剩 余 类 作成 的 集合 ,十 表示 模 的 加 法 运算 ,其 溢 
法 运算 规定 为 :对 任意 4a , 5EZ,34 5 一 ab, 则 (Z,, 十 ,，) 作 成 环 。 

证 明 : 显 然 (Z,, 十) 是 加 法 群 ,对 任意 4,5E 2,, 规 定 a5=ab: 显 然 28E€ 2Z,, 同 时 若 有 a 
二 garb; 一, 则 一 定 存 在 站 数 p,q, 满足 a 二 pn 十 a 二 gn 十 5 从 而 

QI 站 一 人 下 一 《pn 十 CD 十 而) = (pon tag bpln + ab = ab, 

即 二 元 运算 。 是 封闭 的 ,而 且 易 证 它 适 合 结合 律 , 所 以 (Z.,，) 是 半 群 .其 次 ,对 任意 2，5， 
cEZ, 


utb i+)=aptc=ap + = ac 
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一 cl 十 ac 一 4 十 ac 
和 辣 理 可 证 
(pioa=batea, 
即 乘法 对 如 法 适合 左右 分配 律 ,所 以 (2,, 十 ,，，) 是 环 。 
例 9.1.4 设 $={a,5,c),S 中 的 加 法 和 乘法 运算 如 下 表 给 出 


Cc 
a 
ce 
如 


则 (S ,十 ,。) 是 环 。 
容易 看 出 (03 ,十 ) 是 吉 法 群 ,其 中 a 是 零 元 ,b,c 互 为 负 元 。 通 过 验证 ,(S,，) 是 乘法 半 
群 , 旦 ， 对 十 适合 分 配 律 , 例 如 
站 (6 十 疏 一 2 一 ay 妇 十 不 二 十 c 一 Ga 
例 9.1.5 设 (R, 十 ) 是 任 一 加 法 群 ,规定 R 上 的 乘法 运算 如 下 : 对 任意 a,b€ER,ab 
二 0, 则 (CR, 十 ,，) 也 是 一 个 环 , 通 常 称 之 为 零 环 。 
下 面 我 们 讨论 环 的 基本 性 质 。 以 下 abic 均 为 环 R 中 的 元 素 。 
由 于 (RR, 十 ) 是 加 法 群 , 因 此 加 法 运算 
1, 适合 结合 律 , 即 (4 十 Bb) 十 c=a 十 (6 十 c})。 
2, 适合 交换 律 , 即 a 十 5 二 8 十 a 。 
3, 民 中 存在 一 个 零 元 0, 满 足 
a 二 0 二 a= 二 全 a,。 
4. 对 任意 aER,a 有 了 唯一 久 元 一 a€ ,满足 4 十 (一 4a)=0== (一 a) 十 4, 我 们 通常 把 
十 (一 妃 记 为 a 一 bp 。 
5. 满足 消去 律 , 即 若 a 十 b=a-Fe; 则 5=e 。 
6. 由 于 适合 交换 律 ,所 以 对 任意 整数 ma 以 下 几 个 等 式 成 立 
nla+ b=naitnb, 
{mT na= ma + na 。 
mn(a)= m(na) 。 
根据 环 的 定义 ,我 们 知道 乘法 半 群 (及 ,。)。 
7. 适合 结合 律 , 即 afac) 一 (aplc 。 
8. 对 加 法 运算 满足 分 配 律 , 即 <(8 十 c) 一 加 十 ac 合十 ec) 一 6a 十 ca。 
其 中 性 质 8 是 重要 的 ,因为 它 把 两 个 不 同 的 二 元 运算 联系 在 一 起 了 ,否则 它们 将 孤立 
地 构成 群 与 半 群 ,我 们 也 就 不 必 去 讨论 具有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 了 .。 正 是 由 于 匀 法 对 
加 法 分 配 律 的 存在 ,我 们 可 以 推出 以 下 性 质 ， 
9. 对 任意 a€ Ra "0 = 二 0=0，a。 
因为 a，90=a* (0 十 0) 二 a* 0 十 a，0, 由 性 质 3, 得 到 a，0=0, 同 理 0* a 一 0。 
10. 对 任意 a,bER,( 一 a)b=a(—b)=—ab 。 
因为 a6 十 a( 一 息 二 at8 十 (一 科 ) = 二 a ， 0 二 0, 由 性 质 4 得 到 a( 一 如 一 一 a6, 同 理 可 得 
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(—a)p=—ab, 
11, 对 任意 a,8€E R,( 一 a) (一 从 ==ab 。 
因为 
红 一 有 十 《一 《一 有 二 (十 (一 ca))( 一 分 一 0 一 四 一 0， 
侧 of 一 妇 二 一 4 因此 (一 2 一 分 一 过 。 
12. 滋 法 对 减法 的 分 配 律 成 立 , 邯 对 任 瘟 aocER， 
C(6 一 5 一 人 一 cf tp 一 CC 一 2a 一 ce。 
证 明 : 
(一 站 一 4 位 十 (一 个) = (— a) =ab—ac., 
(一 Ca 一 人 十 (一 C 中 0 一 be 十 (一 ca 一 2 一 5 。 
13. 在 环 尺 中 ,乘法 对 加 法 的 分 配 律 可 推广 为 
Qt 十 十 呈 十} = ab 十 aBs 十 :十 ab, 
{二 十 琶 ba= bai+bat 二 ha 


3 ay b= SY awd 

利用 数学 归纳 法 容易 证 明之 。 

14. 对 任意 a,5ER,n 是 正 整数 ,有 

nad)b = alnb) = nab » 

显 见 它 是 性 质 13 的 特例 。 

应 该 注意 ,因为 ( 丸 ,。) 是 半 群 , 它 不 一 定 有 单位 元 ,每 个 元 也 不 一 定 是 可 逆 元 , 故 乘 
法 消去 律 在 环 中 并 不 一 定 成 立 , 因 此 若 ab=0, 并 不 能 推出 a 一 0 或 6=0, 从 而 在 环 中 需要 
给 出 零 因 子 的 概念 。 

定义 9.1.2 设 灵 是 一 个 环 ,e 霹 是 展 中 两 个 非 零 元 素 , 若 坚 一 0, 则 说 e 是 民 的 一 个 
左 零 因子 ,是 灵 的 一 个 右 零 因子 , 若 s 既是 左 零 因子 久 是 雷 因 子 , 则 称 之 为 尺 的 一 个 零 
因子 。 

注意 零 元 不 算是 过 因子 。 

例 9.1.6 ((2Z) 十 ,。，) 是 2 阶 整数 方 阵 环 , 设 


0 1 1 0 
4= li 0 ?= | | 
则 AB8=0, 因 此 4A,B 分别 是 (2), 的 左右 霉 因 子 。 
例 9.17 (C26; 十 ,* ) 中 ,2。3= 一 0, 因 此 2 和 3 分 别 是 Ru 的 左 . 右 零 因子 。 
可 见 如 果 环 中 存在 左 ( 右 ) 等 因子 , 则 乘法 消去 律 不 成 立 。 
定理 9.1.1 环 丸 中 乘法 消去 律 成 立 的 充 要 条 件 是 R 中 没有 左 ( 右 ) 零 因子 。 
证 明 : 设 民 中 没有 左 零 因子 ,因而 也 就 没有 右 零 因子 。 以 下 内 讨论 没有 左 零 因子 的 情 
视 。 充 分 性 , 设 a 关 0,ab 二 ae, 则 a8 十 (一 ac)= 二 ab 一 ac=a tb 一 修一 0 一 a0, 故 5 一 c 一 0; 即 5= 
ci# 同 理 当 ba 二 ca 时 ,ba 十 (一 cq) 二 ba 一 ca 二 届 一 cja 一 0 二 04, 故 5 二 c, 所 以 R 中 立法 消去 
律 成 立 , 必 要 性 ,对 任意 a,5ER, 著 ba==0 且 a 埃 0, 则 由 84 二 0=0a 和 消去 律 得 到 6 一 0, 因 
此 R 中 任意 非 零 元 a 不 存在 堪 零 因子 6 使 如 =0。 
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当 对 环 只 增加 若干 限制 后 ,可 以 得 到 不 同类 型 的 环 。 

定义 9.1.3 设 民 是 环 ,(R,， ) 是 只 的 入 法 半 群 。 

1. 若 (R,，- ) 中 有 单位 元 1, 称 尺 是 有 单位 环 。 

2. 若 (R，， ) 是 交换 半 群 , 称 R 是 交换 环 。 

3. 车 CR,，) 是 交换 环 , 且 没 有 零 因 子 , 称 尺 是 一 个 整 环 。 

4, 若 (BR,。) 中 至 少 有 两 个 元 罕 , 用 员 " 表示 R 中 一 切 非 零 元 的 集合 ,如 果 CR* ,，。) 是 
群 , 则 称 尺 是 一 个 除 环 。 

例如 整数 环 (Z, 十,，) 是 有 单位 环 ,1 是 其 单位 元 ;由 于 宁 法 适合 交换 律 ,所 以 它 也 是 
交换 环 ,Z 中 没有 零 因 于 ,所 以 也 是 整 环 。 但 由 于 (2" ,，}) 中 只 有 1 和 一 1 有 逆 元 , 即 它 不 
是 群 , 故 Z 不 是 除 环 。 但 是 数 环 Q,R 和 C 都 是 整 环 , 同 时 也 是 除 环 。 

例 9.1.8 设 S={a,8), 则 (5, 十 ,，) 是 一 个 整 环 ,其 中 运算 十 ,， 定义 如 下 : 


二 |Ia ， | & 
ala & dala «a 
bib a pila 再 


因为 易 见 (5 ,十 ) 是 加 法 群 ,a 是 零 元 ,(S,，* ) 是 半 群 ,有 单位 元 5, 且 运算 ， 适合 交换 
律 ,也 没有 零 因子 ,所 以 5 是 整 环 ,同时 也 可 以 得 出 S 是 除 环 。 

从 定义 看 , 除 环 RR 中 一 定 有 单位 元 1, 因 为 R' 是 的 子 群 ,所 以 R' 中 有 单位 元 , 它 
对 任意 aER’ ,满足 a :1=1: a=a; 对 RR 中 的 零 元 ,也 有 0，1=1， 0 一 0, 因 此 (R,* ) 
是 乏 群 ,但 由 于 (R" ,，) 是 群 , 即 对 任意 a,6ER' ,都 有 abER' ,不 过 0&R' ,所 以 ab 关 0， 
因此 除 环 中 没有 零 因 子 , 即 除 环 中 宗法 消去 律 成 立 。 

比如 例 9. 1. 4 中 的 环 (5, 十 ,* ) 也 是 一 个 除 环 。 因 为 (5,， ) 中 有 单位 元 6, 对 任意 之 
E5, 都 有 x=br=z, 且 (R,* 满足 交换 律 ,除了 零 因 子 a 以 外 ,2c 之 间 的 乘积 都 不 等 
于 <, 因此 3 是 整 环 ,同样 易 证 $ 一 5 一 {a} 是 群 , 故 它 是 个 除 环 。 

例 9,1.9 形 如 a 十 贞 十 cj 十 dk 的 一 个 数 称 为 四 元 数 ,其 中 i,j,& 为 符号 ,a,b,csd 是 
实 系数 。 规 定 两 个 四 元 数 的 加 法 运算 是 将 它们 的 系数 分 别 相 加 减 , 即 

ta 二 Bi 十 C7 十 RD) 十 (02 十 Bai 十 cof 二 dk) 
一 (a 十 2) 十 (十 Bi 十 十 coOj 十 (di 十 dk。 

规定 符号 ;的 乘法 表 如 下 : 


这 样 ,两 个 元 素 相 雪 按 分 配 律 展 开 后 并 项 ,例如 
tT Bit et dR) ta + bei cz + dak) 
一 CC3 十 arbsi 十 aes TE ods t+ bras + bBo + besif + bdsik 
十 cmsj Tt cdfi tt ccsf: + crdsjk + diask + diboki + dicski 十 二 人 
= (a0 一 站 外 — ets — did) + ads bias) + ods — des)i 
*。183。 


十 《aitcs — bds 十 ciaz 十 dB)j + toads tt bcs — cbs +t dian)k 。 
这 样 ,全 体 四 元 数 的 集合 RR 关于 加 法 和 敢 法 运算 构成 除 环 。 因 为 是 交换 半 群 且 有 零 元 0= 
0 十 Qi 十 0j 十 08, 每 个 元 a 十 可 十 cj 十 dk 都 有 负 元 一 < 一 真一 避 一 吸 , 故 (R, 十 ) 是 交换 群 。 
(CR,。 ) 中 敢 法 运算 适合 结合 律 , 并 对 加 法 满足 分 配 律 , 故 (R, 十 ,，) 是 环 。 另 外 对 《R'， 
。) 来 说 ,对 任意 w= 二 a 十 组 十 cj 十 dk 关 0,ta 十 如 十 cj 十 dk) (1 十 0i 十 0j 十 0k) 一 < 十 下士 二 十 
dk 所 以 1 十 Qi 十 0j 十 O08 是 单位 元 ,而 且 对 每 个 ,都 有 其 共 斩 四 元 数 &=a 一 i 一 cj 一 dk， 
保证 x 在 RR" 中 存在 逆 元 


| ] 一 
i 一 一 一 比 
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其 中 uu 二 十 可 十 十 dd。 
于 是 (R* ,，) 成 群 。 故 CR, 十 ,* ) 是 一 个 除 环 , 称 之 为 四 元 群 除 环 。 

如 黑 一 个 除 环 是 可 交换 的 ,那么 称 它 是 一 个 域 。 关 于 域 我 们 在 9. 4 节 中 再 进行 介绍 。 

定义 9.1.4 设 (R, 十 ,， ) 是 一 个 环 ,S 是 的 一 个 非 空 子 集 ,如 果 (5, 十 ,，) 也 是 
一 个 环 , 则 称 $ 是 R 的 一 个 子 环 ,也 称 尺 是 5 的 一 个 扩 环 。 易 见 , 如 果 S 是 民 的 一 个 子 
环 , 则 (5 ,十 ) 是 (CR, 十 ) 的 子 群 ,同时 CS,，) 是 CR,，) 的 子 半 群 ,并 且 在 5 中 运算 "对 十 
适合 分 配 律 。 

例 9.1.10 设 Z 是 整数 环 , 令 $=n2Z,n 是 正 整 数 , 则 S 是 2Z 的 子 环 。 因为 易 证 (3S， 
十 ) 是 子 群 ,CS,，。) 是 子 半 群 , 且 对 任意 na,nb,ncEnZ， 

natnb + nc)= na ntb te)) = wtatb + c)) 
= nad + ac) = ntab) + nCac) 
= (na}tnb) + Cna) (nc), 

同 理 (nb 十 nc)na= nb) (na) 十 (nc) (na), 
因此 5 是 整数 环 Z 的 子 环 。 

定理 9.1.2 设 $S 是 R 的 子 集 , 它 是 R 的 子 环 的 充 要 条 件 是 对 任意 的 a,5ES, 都 有 a 
—babts, 

证 明 : 只 证 其 必要 性 ;因为 5 是 R 的 子 环 , 故 (5, 十 ) 是 群 ,因此 对 任意 a,6bES,at+& 
ES 一 bES, 所 以 a 十 (一 从 二 a 一 bE5, 又 因 (S,，) 是 半 群 , 它 对 乘法 封闭 ,所 以 ab€E5。 
其 充分 性 请 读者 自行 证 明 。 

使 用 这 个 定理 可 以 比较 方便 地 判断 一 个 子 环 。 比 如 对 例 9. 1. 10 来 说 ,因为 na 一 n= 
nta— 站 ES na) (nd) =n(nab}ES, 所以 S$S 是 Z 的 子 环 。 

例 9.1.11 设 S,.5; 都 是 只 的 子 环 , 则 Si 门 S: 也 是 上 RR 的 子 环 。 

证 明 ; 因 为 0ESi 门 S$;, 所 以 5, 门 5, 非 空 ,对 任意 4a,5ESi 门 5;, 由 于 5,,5, 都 是 子 环 ， 
由 定理 9. 1. 2,a 一 加 E5a 一 5 人 So 和 SbE 5 亦 即 e 一 上 ESi 门 SapES 门 S:。 因 此 
Si 门 S: 是 只 的 子 环 。 


同 理 可 以 推出 ,如 果 S, 是 尺 的 子 环 ,i 一 1,2,…st, 则 站 5, 也 是 尺 的 子 环 ,而 且 如 果 4 
是 民 的 一 个 非 空 集合 , 则 及 中 总 有 包含 4 的 子 环 。 所 有 这 些 子 环 的 交集 显然 也 是 含有 4 
的 最 小 子 环 ,这 个 子 环 也 称 为 由 4 生成 的 子 环 。 
当 R 分 别 是 整 环 . 除 环 时 ,相应 地 也 有 子 整 环 , 子 除 环 的 概念 。 
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9.2 理想 . 商 环 


定义 9.2.1 设 灵 是 一 个 环 , (万 ,十 ) 是 (及 ,十 ?的 一 个 子 加 法 群 。 
1. 若 对 任意 的 a€ER, 都 有 
aD = {adld € D}GD, 
则 称 蕊 是 民 的 一 个 左 理 想 。 
2. 若 a 满足 
Da= {dald E€E DIED, 
称 DD 是 的 一 个 右 理想 。 
3. 若 了 既是 RR 的 左 理想 ,又 是 右 理想 , 则 称 DD 是 RR 的 一 个 理想 。 
如 果 总 =R 或 D={0}, 则 DD 也 是 RR 的 理想 ,并 称 它们 是 平 几 理想 ,如果 DCR , 称 它 
是 RR 的 真理 想 。 如 果 民 除 平凡 理想 外 没有 别 的 理想 , 则 称 R 是 单 环 。 因 此 如 果 ( 尺 ,十 ) 是 
单 群 , 则 R 一 定 是 单 环 。 
例 9.2.1 4 阶 实 矩阵 的 集合 LR), 关于 和 矩 阵 的 加 法 和 莱 法 构成 环 , 称 之 为 矩阵 环 。 设 
也 是 (CR), 中 一 切 形 如 


1 Tiz Yion-D 0 
Ta Ta Ya 09 

Xj 
Tnl Ta2 “"e Xun 1) 0 


的 息 阵 构成 的 集合 , 易 证 忆 是 (及 )。 的 一 个 子 加 群 ,而 且 对 任意 4AE (R) BEDD, 都 有 4 
E 呈 D, 即 呈 是 (及 )。 的 一 个 左 理想 ,反之 如 果 D' 是 (R), 中 一 切 形 如 


J1l iz VY] 
V21 Ya JJ 
pp zs ER 
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的 矩阵 构成 的 集合 , 则 D' 是 (CR), 的 一 个 右 理想 。 

例 包 2.2 设 DD,= {mk|kEZ}, 则 DD, 是 整数 环 Z 的 一 个 理想 ,其 中 是正 整数 。 

证 明 : 显 然 D, 是 Z 的 一 个 子 加 群 , 对 任意 a€2,aD。= fatmp) |mkE€E Da) 守 {fm(ak)| 
ak€EZ}=Dniy 同 时 Dna 一 { (mh)a |mkED,)} CC (mag) lakEZ}=D,, 因 此 D, 是 Z 的 -个 
理想 。 

根据 理想 的 定义 ,可 以 与 定理 9. 1. 2 相 类 似 地 得 到 如 下 定理 ， 

定理 多 2.1 设 刀 是 丸 的 非 空 子 集 , 只 是 尺 的 理想 的 充 要 条 件 是 : 

1. 对 和 任意 4,a'ED, 部 有 a 一 a' ED。 

2, 对 任意 aED,bER, 痢 有 abED,ba€ED。 

利用 该 定理 能 够 比较 容易 地 判定 R 的 理想 。 比 如 用 它 容易 证 明 例 9. 2. 2 中 的 D 是 
7 的 一 个 理想 。 而 例 9.2, 1 中 的 DD 不 是 RR 的 理想 ,因为 如 果 设 DD 是 民 R 的 左 理 想 , 则 由 于 

4 1R5 。 


他 在 吾 = ( 思 )sxs 生 尽 , 其 中 的 天 0 使 得 万 B 竺 万 ,因此 万 并 不 同时 是 右 理想 ,从 而 说 明 吨 
不 是 RR 的 理想 。 

从 理想 欧 定 义 也 可 以 得 到 ,R 中 若干 理想 的 交集 仍然 是 一 个 理想 ; 若 S 是 尺 的 一 个 
子 集 , 则 中 全 部 包 售 S 的 理想 的 交集 (S) 也 是 包含 5 的 一 个 理想 ,我 们 称 (S) 是 由 5 生 
成 的 理想 .下面 分 析 一 下 人 3) 中 的 元 素 傅 况 。 如果 3 是 有 限 集 , 设 $= {ay4z，*… ar}, 可 以 
用 (aa as) 表示 理想 (8S)。 设 zz yy ER, 一 定 有 xa:€E (SaiyE(05), 故 zaiy 一 
zeaxE (3) ,但 是 由 于 zaiy 十 zaiy 无 法 合并 ,因此 理想 (ciyaer，…co)? 的 元 素 应 是 全 部 形 如 
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的 元 素 。 
若 二 是 可 交换 环 , 则 由 于 Xar'=zx"ar" ER, 因此 理想 (ai 9 ren) 中 的 元 素 可 以 


简化 为 形 如 六 za, 其 中 zuER, 特 别 当 (S) 是 仅 由 元 素 a 生成 的 理想 (a) 时 , 它 的 元 案 是 


zasXx 人 RR, 即 
(a) = {xalzx € R} = 

并 称 之 为 由 a 生成 的 主 理想 , 当 然 Re 一 < 及。 

比如 在 例 9, 2.2 中 ,因为 万 ,= {mk|&E2Z}, 所 以 D 是 由 m 生成 的 主 理想 , 记 作 (mm)。 
事实 上 ,整数 环 Z 的 每 一 个 理想 都 是 主 理想 ，。 

理想 在 环 的 理论 中 所 起 的 作用 类 似 于 正规 子 群 在 群 论 中 的 作用 。 

设 品 其 环 R 的 一 个 理想 ,由 于 (R, 十 ) 是 交换 群 , CD, 十 ) 是 (CR, 十 ) 的 子 群 , 故 (D, 十 ) 
是 正规 子 群 ,因此 可 以 得 到 (R, 十 ) 对 于 (CD, 十 ) 的 商 群 R/D。 

上 述 的 商 群 R/D 关于 环 RR 的 二 元 运算 也 可 以 作成 环 。 下面 我 们 来 构造 这 个 环 。 

对 任意 aER,a 所 在 的 剩余 类 

a= {a++x|lxz€E Di}=at+D, 
或 者 R/D= {at+ Dla€ R}= {ala€ R}, 
这 样 ,对 任意 a,5E R/D, 有 a 十 5 一 a 十 b, 显 见 (R/D, 十 ) 是 交换 群 。 在 尺 /D 中 用 及 的 乘法 
来 规定 
arp=ab, abER, 
我 们 证 明 (R/D,，) 是 半 群 ,首先 ,是 R/D 上 的 一 个 二 元 运算 ,因为 对 任意 4a,5E RI/D， 
a 5 二 a6ER/D, 同 时 它 与 代表 元 的 选择 光 关 , 亦 即 假定 a1 Ea4,6b,E5, 应 有 aib1 一 ab。 因为 设 
Qi 二 4 十 Xb 二 6 十 X21 XD, 则 
a = ta IBA x) a+ + ar t+ xb xix 

由 于 也 是 理想 ,所 以 
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证 
所 以 ， 也 是 RR/D 中 的 一 元 运算 ， 对 任意 意 a ,6 ,cERID, 
(BE 一 7 一 《gc 一 2 一 工 下 一 ac)， 
故人 及]D,，) 是 一 个 半 群 。 
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再 证 R/D 作成 环 , 即 乘法 对 加 法 适合 分 配 律 ,由 于 
a( 十 c) 一 Ca 人 5 十 c 一 at 十 c) 
~ab+ac=abi+a=abt+arc, 
(十 cc 一 5 十 ce 一 人 十 cJa 一 5 十 ca 
=ba+ca—batea, 
综 上 可 知 CR/D, 十 ,，) 是 一 个 环 。 这 个 环 称 为 RR 关于 理想 DD 的 商 环 。 
定义 9.2.2 设 RR 是 一 个 环 ,D 是 尺 的 一 个 理想 , 则 商 群 R/D 关于 乘法 a 5 二 a 所 作 
成 的 环 叫 作 民 关 于 总 的 商 环 , 记 作 R/D。 
例 9.2.3 呈 .=(4) 是 整数 环 Z 的 一 个 理想 ,Z/(4) 是 一 个 商 环 ,由 于 4 一 a 十 (4), 故 
它 会 4 个 元 泰 ;,0, 1，2，3。 其 加 法 表 和 乘法 表 如 下 ， 


十 |0 1 2 3 10 1 2 3 
90.0 1 2 3 D0.0 0 0 0 
TIT|1L1 2 3 0 110 1 2 3 
212 3 0 1 21.10 2 0 2 
313 0 1 2 310 3 2 1 


可 见 2/(4)==2Z,, 一 般 说 来 ,有 2Z/(M) 二 2。。 

定义 9.2.3 设 吕 是 中 的 一 个 真理 想 , 若 RR 中 不 存在 包含 品 的 真理 想 , 则 称 D 是 民 
的 一 个 极 大 理想 。 

例 9.2.4 (2) 是 整数 环 的 一 个 理想 ,其 中 也 是 素数 , 则 ( 户 ) 是 极 大 理想 ,因为 假定 五 
是 真 包含 (p) 的 Z 的 一 个 理想 , 则 存在 gE€ H\(p), 由 于 (gq,p) 二 1, 因 此 a,8E2Z 使 ap+69 
= 一 1E 王 ,… 互 天 xz, 即 (z) 是 极 大 理想 。 

定义 9.2.4 设 吃 是 可 交换 环 民 的 一 个 理想 , 若 对 于 任意 的 a,5ER, 如 果 abED, 就 
有 aED 或 bED, 则 称 DD 是 的 一 个 素 理想 。 

例 9.2.5 (p) 是 整数 环 2 的 一 个 素 理 想 , 其 中 p 是 率 数 ,因为 车 abE (p) 则 一 定 有 
Plab, 由 于 上 是 案 数 , 故 必 有 ple 或 p15, 即 a€ (p) 或 bE (p)。 

素 理 想 和 极 大 理想 可 以 用 来 判断 环 和 域 。 


9.3 环 的 同 态 


定义 9.3.1 设 R 和 RR' 是 环 ,f 是 R 到 R' 的 一 个 映射 。 如果 对 任意 的 a,5ER, 都 有 
fla t= fa) + FE) 
flab)= fa fe) 

刘 称 了 是 玉 到 已 的 一 个 同 态 映 射 ,或 称 为 同 态 。 当 了 分 别 是 单 射 , 满 射 和 双 射 时 ,分 别称 
为 单一 同 态 , 满 同 态 和 同 构 。 我 们 仍 用 R~R' 表 示 满 同 态 ,R 和 RR 表示 同 构 。 

同 构 是 单一 同 态 , 也 是 满 同 态 。 

例 包 3.1 已 各 (2Z, 十 ,*) 和 (2,, 十 ,* ) 都 是 环 . 设 f: a>a, 对 任意 a€E2, 则 了 是 Z 
到 Z, 的 满 同 态 。 
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显然 了 是 2Z 到 2, 的 一 个 映射 ,而且 对 任意 2EZ.， 存在 a€E2. 满 足 f(a)=a, 所 以 J 
是 满 射 。 又 由 于 对 任意 a,2EZ， 
ya 十 的 一 4 二 5 一 0 十 巨 = Ja) 十 AD)。 
flat)= ab =a65= ff0), 
即 f 是 Z 到 2Z, 的 一 个 同 态 映射 。 故 Z 一 Z。 


例 9.3.2 令 
a vb 
a={[ | la b,c EZ) 
c 


人 we 


CR, 十 ，,，) 和 (CR', 十 ,，) 都 是 环 , 设 
/ls oo 
则 R~R'。 
证 明 : 显然 了 是 RR 到 RR 的 满 射 ,同时 对 任意 4,BER, 设 
-bo] ay 
Qa 十 己 -| 0 ] 


A B= /| 
AA+B=H , ec 十 了 0 6 十 


-EE -nr 


/am= /| “|]- 人 | 
-可 [ 中- rar， 


故 玉 一 尼 。 

例 9.3.3 设 DD 是 环 R 的 一 个 理想 ,对 任意 aE€R, 令 f/f;:aa, a 是 南环 R/D 中 a 所 
在 的 剩余 类 , 则 是 RR 到 ER/D 的 一 个 满 同 态 , 这 个 同 态 称 为 环 R 到 其 商 环 R/D 的 自然 
同 态 ,R/D 是 尺 的 同 态 象 。 

诸如 群 的 同 态 ,关于 环 的 同 态 有 以 下 结论 。 

设 R 是 一 个 环 ,S 是 有 如 法 和 乘法 运算 的 代数 系统 .如果 /是 尺 到 3 的 一 个 同 态 , 则 
RR 的 象 R' =f(R)CS 也 是 一 个 环 。7F0) 是 玉 中 的 零 元 0 .7 一 a) 一 一 Fa)。 如 果 丸 中 有 
单位 元 1 而 尼 中 不 只 有 一 个 元 素 , 则 R&R 中 也 有 单位 元 1 ,而 且 AD) 一 1 车 aER 有 递 元 
a iy 则 fa)=(f(0)) TER’, 

定理 9.3.1 设 疏 和 都 是 环 , 其 零 元 分 别 是 0 和 0',f 是 R 到 R' 的 同 态 , 则 K={z 
ER|fA(z)=0') 是 R 的 理想 ,并 称 之 为 同 态 了 的 核 , 记 作 天 一 Kery 。 

证 明 ; 由 于 是 同 态 , 根 据 定义 也 是 群 (R, 十 ) 到 (CR' ,十 ) 的 同 态 , 所 以 是 群 同 态 
的 核 , 故 (K, 十 ) 是 (CR, 十 ) 的 子 群 。 对 任 窜 aER,kEK, 由 于 
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fka)= f(A) Fa 一 07a) = 0, 
flak})= f(A) = fla) :0 = 0', 
所 以 ka ,ak€K 儿 ,因此 下 二 Kerf 是 尺 的 一 个 理想 。 
因为 同 态 核 K 是 RR 的 一 个 理想 ,这 样 设 a' 是 R' 的 伍 意 元 , 则 a 的 原 象 fF'(a')== fa 
ERIfta) 二 a'} 一 定 是 久 的 一 个 剩余 类 。 同 时 利用 同 态 核 也 可 以 判断 一 个 辐 太 是 否 为 单 
一 同 态 。 
定理 9.3.2 设 f 是 R 到 R' 的 一 个 同 态 喘 射 , 则 了 是 单一 同 态 的 充 要 条 件 是 Kerf 
二 {0}。 
证 明 ,必要 性 。 设 f 是 单一 同 态 , 则 f 是 尺 到 R' 的 -一 个 单 射 ,所 以 对 中 中 的 零 元 0 ， 
在 RR 中 只 有 一 个 原 象 0, 满足 f(0) 一 0', 故 Kerf= {0)。 充分 性 , 若 Kerf 二 (0}, 对 任意 a4， 
bER, 且 fa) 二 = 了 f00)) 则 fo 一 f=07, 盈 f(a 一 息 ==0', 故 2 一 8=0, 亦 即 a=5 ,所 以 f 
是 单 射 ,因此 f 是 RR 到 R' 的 一 个 单一 间 态 。 
同 态 核 Kerf 是 环 RR 的 一 个 理想 ,那么 如 果 给 定 尺 的 任意 一 个 理想 史 , 是 否 存 在 一 个 
环 R' ,能 够 使 RR 到 R' 之 间 存 在 一 个 同 态 /而 县 使 Kerf 一 DD 呢 ? 
由 于 也 是 民 的 一 个 理想 ,所 以 R/D 是 RR 的 一 个 坎 环 ,如 果 在 RR 与 R' 之 向 建立 一 个 
关系 
f(a)=a==a 十 D， 对 任意 a € RR。 
则 a 对 应 唯一 确定 的 剩余 类 4=a 十 DE R/D, 这 样 规定 的 了 便 是 加 法 群 (R, 十 ) 到 (R/D， 
十 ) 的 一 个 满 同 态 映 射 ,我 们 再 规定 25=a6 的 习 法 运算 ,于 是 对 任意 a,bE R f(ab) 一 5 一 
a 8 二 fa) 了 (5) , 扬 以 了 是 环 RR 到 环 R' 一 R/D 的 一 个 同 态 上 映射。 
因此 可 以 得 到 ;按照 剩余 类 的 加 法 和 乘法 运算 , 关于 理想 D 的 所 有 剩余 类 的 集合 
R/D 也 是 一 个 环 5 即 商 环 ), 若 规定 了: a>a 十 DD, 则 了 是 尺 到 R/D 的 一 个 满 同 态 ,而 且 
Kerf=D, 
下 面 介绍 同 态 基本 定理 。 
同 态 基 本 定理 ; 设 RR 是 一 个 环 , 则 RR 的 任 一 商 环 都 是 RR 的 同 态 象 ,而 且 若 R' 是 RR 在 
了 作用 下 的 同 态 象 , 则 R' 作 R/Kerf。 
定理 的 前 半 部 分 在 上 面 已 经 证 明 , 因 为 对 任 一 商 环 R/D,f:! a>a 十 DD 是 满 同 态 , 故 
RR 一 R/D。 下 面 我 们 证 明 后 半 部 分 。 因为 R' 一 fA(R),Kerf=D 蚌 民 的 一 个 理想 ,所 以 有 商 
环 RiD。 在 商 环 R/D 和 R' 之 间 建 立 关系 ， 
pt:a=> f(a) ， 对 任意 a € R/D， 
我 们 证 明 gq 是 R/D 到 R' 的 同 构 。 
对 任意 a€R/D, 有 JYXKa) 二 f(a)& R' ,另外 若 a1==a， 则 a1 一 a 十 Xx， XxEKerf。 于 是 
Ha)= Kaz) = flat+r)= fla} t+ f(x) 
= fla) + 0 = f(a), 
其 中 0 是 户 中 的 单位 元 。 因此 yg 是 R/D 到 R' 的 一 个 映射 ,显然 它 也 是 满 射 。 同时 对 任意 
arbER/D, 有 
gat)= plat = f+) = fa fe) 
一 Ha) 十 HD 
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Ka 及 一 gad) = flab) = fa) fb) = pla) gD), 
因此 9 是 满 同 态 。 再 者 ,对 任意 元 素 4aER/D, 若 zEKerp, 则 9a) 一 0 一 Fa), 故 aa 
Kerf ,于 是 得 到 4 二 Kerf, 亦 即 Kerf={2|a 二 Ker/}={D}, 由 定理 9,3,2 得 知 是 单 射 ， 
因此 gp 是 同 构 , 即 R'CR/Kerf, 
根据 同 态 基本 定理 ,我 们 可 以 得 到 
推论 : 设 了 是 屎 到 忌 的 满 同 态 , 呈 是 民 的 一 个 理 


7 租 ,f. 是 RR 到 其 商 环 R/Kerf 的 自然 同 态 , 则 一 定 存 在 
RAD 到 R' 的 满 辐 态 or 使 
f=9,. 
于 9 


其 图 形 表 永 如 图 9. 1。 
例 9.3.4 设 尺 是 环 ,4,. 吕 是 只 的 两 个 理想 ,日 召 
S4, 则 47/8 是 民 /B 的 理想 ,同时 


R/B 
NB RA 


证 明 : 因为 4,8 是 R 的 理想 , 故 R/A,R/B 都 是 

环 。 下面 需要 证 明 A/8B 是 R/B 的 理想 , 且 存 在 图 9.2 

中 的 同 构 9。 RB f Ri/A 
由 同 态 基本 定理 ,如 果 是 R/B 到 R/4 的 满 射 . 

且 Kerf==A/8, 则 问题 得 证 。 设 对 任意 aER,f: a 十 

Ba 十 4, 于 是 对 任意 a,48ER, 若 a 十 B 一 8 十 B; 则 

a 一 bEB, 亦 即 a 一 bE A, 故 a 二 4A 二 5 十 4A, 所 以 了 是 

R/B 到 R14 的 映射 ,同时 对 任意 的 a 十 4ER/4, 都 存 28 

在 a 十 BER/B, 使 f(a 十 B) 一 a 十 4, 放 了 是 满 射 ,而 

且 


(和 9.2 


(Ca 十 中) 十 地 十 号 )) 一 .Fe 十 上 从 十 ) 一 (十 分 十 用 
一 (aa 十 4) 十 忆 十 4) 一 Fa 十 号 ) 二 76 十 呈 )。 
fltat BB B= flab + BY=ab+i+A 
= (a AG+A)= /lat BF + B), 
所 以 了 是 R/B 到 R/A 的 满 同 态 , 男 一 方面 ,Kerf={z 二 B17 十 4 一 4} ,但 z 十 4=4 即 是 
了 TE4, 因 此 
Kerf = {r+ Blré€E A}= A/B, 
故 定理 得 证 。 
下 面 给 出 另 一 个 重要 的 环 的 同 构 定理 。 
定理 9.3.3 令 中 是 环 ,$ 是 子 环 ,D 是 RR 的 一 个 理 柱 , 则 S++D={s+d|ls€E5,dE 
Di 是 以 DD 作为 一 个 理想 的 R 的 子 环 ,3 门 六 是 4 的 理想 ,而 且 存 在 (S 十 DY/D 到 S/S 人 N 
刀 ) 的 一 个 同 构 
g:5 十 D—>s++ (SN Dy,sEs, 
证 明 : 记 是 R 的 理想 ,当然 也 是 民 的 于 环 , 设 s 十 d,s' 十 d'E€5 十 DD, 由 于 
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G 十 四 一 他 十 id) 一 全 一 9 十 (一 本) 和 3 十 万 。 
(s+ ds +d)= ss +ds' tt + ddd, 

其 中 33'ES,ds' 十 (s 十 d)d' ED, 因 此 (十 d) (5' 十 d')ES 十 D, 由 定理 9.1.2,5 十 D 是 R 
的 一 个 子 环 ,同时 显然 也 是 S$ 十 DD 的 一 个 理想 , 故 商 环 (S 十 D)/D 有 意义 ,由 于 RR 到 R/D 
存在 自然 同 态 f° ,而 & 是 尺 的 子 环 ,如 果 把 自然 同 态 /的 原 象 严格 控制 在 S$ 中 ,那么 对 
任意 sE€5S,f :ss 十 D 也 是 一 个 同 态 , 它 的 象 很 清楚 是 (5 十 D)/D。 该 同 态 的 核 是 满足 s 
十 D=D 的 全 部 s 的 集合 ,这 就 是 SMD。 于 是 可 以 得 
到 图 9. 3。 了 了 (3 十 万 ?7 万 

由 闻 态 基本 定理 ,gz ; * 十 人 S 门 万) 一 5 十 万 是 5 
门 D) 到 (5 十 D)7/D 的 一 个 同 构 , 它 的 闭 映 射 9 就 是 所 ， 
求 的 同 构 。 

依据 同 态 基本 定理 ,也 可 以 证 明 以 下 一 些 结论 。 

定理 9.3.4 设 环 R 与 R 同 态 , 则 R 与 Kerf 之 530 
闻 的 子 环 与 RR 欧 子 环 之 间 一 一 对 应 。 " 

定理 9.3.5 设 DD 是 R 的 真理 想 , 则 DD 是 尺 的 极 大 理想 的 充 要 条 件 是 R/D 是 单纯 
环 。 

定理 的 证 明 留 作 练 习 。 


9.4 域 的 概 含 


在 9.1 节 中 我 们 曾 给 出 除 环 的 定义 , 即 如 果 环 尺 中 至 少 有 两 个 元 案 , 今 及 ' 表示 RR 中 
一 切 非 零 元 的 集合 , 荐 CR' ,，) 是 群 , 则 称 R 是 一 个 除 环 。 如 果 对 除 环 再 增加 一 点 限制 ,又 
可 以 得 到 称 为 域 的 另 一 代数 系统 。 
定义 9.4.1 若 一 个 除 环 民 是 可 交换 的 ,就 称 它 是 一 个 域 , 记 作 FF。 
根据 定义 ,车 R 是 域 , 则 (R* ,* ) 一 定 是 交换 群 , 亦 即 
1. LR" ,，。，) 中 有 单位 元 ,对 所 有 aER， 
l:a=a*l=ua, 
2. 对 RR 中 每 个 非 零 元 a 都 存在 其 逆 元 a ,满足 
aa !=a lg=1, 
由 于 域 己 也 是 除 环 , 所 沁 域 中 至 少 存在 两 个 元 素 。 
例 9.4.1 (RRR, 十 ),(@, 十 ,，) 和 (C. 十 ,，) 都 是 域 ,而 (2Z, 十 ,。 ) 不 是 域 ,因为 
(Z" ,，) 不 是 群 。 
例 9,4.2 (〈Z:. 十 ,，) 的 运算 表 如 下 : 


CC DO DICC 
FS | 一 
一 mm OIlm 
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显 见 它 是 一 个 除 环 ,同时 (2Z; ,十 ,，) 适 合 交换 律 , 故 (2 ,十 ,，) 是 一 个 域 。 

例 9.4.3 一 个 有 单位 元 1 的 有 限 整 环 是 一 个 域 。 

证 明 : 设 R 是 一 个 有 单位 元 1 的 有 限 整 环 ,因此 (CR,，) 是 交换 半 群 , 且 没 有 和 零 因 子 ， 
由 RR* 是 非 空 集合 ,可 知 CR* ,，。) 是 有 单位 元 1 的 半 群 。 下面 只 要 证 明 在 (CR* ,。) 中 任意 
元 a 都 有 逆 元 a-'。 依 据 定理 9. 1, 1,R 中 乘法 消去 律 成 立 , 这 样 对 于 zj,x)ER 且 xz, 顽 x)， 
有 axivarj 世 RR 量 axi 关 4u4,。 因 为 RR 是 有 限 集 ,所 以 一 定 存在 且 只 存在 一 个 xz,€ 民 ,满足 
az 一 ], 即 到 一 < ,因此 灵 是 一 个 域 。 

定理 9.4.1 设 下 是 一 个 域 , 则 对 于 任意 的 a,5ER,5 隐 0, 方程 bx 二 a 在 中 有 了 唯一 
解 。 

证 明 ; 因 为 是 域 ,所 以 中 没有 零 因 子 , 且 由 于 5 关 0, 故 5 有 道 元 5 1 ,因此 从 b= 
4 可 导出 bibr=5 iw, 亦 即 z=5 'a,x 有 唯一 解 。 


因为 z 是 唯一 的 ,所 以 6!a 也 可 以 写成 商 的 形式 :各 ,在 域 中 , 商 具 有 下 述 性 质 ， 
(1) 设 5d 关 0, 当 且 仅 当 ad==be 时 ,所 二 地。 证 明 :由 ad 一 be, 且 6b.d 隆 0, 因 为 消去 律 
成 立 ,将 两 端 同 壬 5-'d"', 有 56"'a 一 d-'c, 妓 包子 。 反 之 , 设 和 二 隆 , 两 端 同 狠 以 bd, 则 有 


ad=bc, 


、 a Ce _adtb 
(2) 设 忆 4 天 0, 则 方士 本 一 一 站 。 


证 明 ， $ + -6 atd c=b id datd- wb ipe 
=(d- bad)+ (dd) (be) 
= (bd) :ad+ (bd) be 


~— (bd) '(adi+tbe) 


_ adt+tbc 
= 
» a € ac 
(3}) 设 &.d 去 0, 则 王 "FB 
因为 
人 了 一 (ba (de) 一 51Cad-tc 


= 6 diac = (db) Tac = (bd) ac = 入 , 


， aje ad 
(4) 设 忆 cd 天 0, 则 吨 /本 一 条 。 
因为 
和 -eeronea 


= (eid) (ba) = (ecdaey = (be)-i(tad) = 经 , 
观察 环 和 域 之 间 的 关系 ,我 们 也 有 如 下 定理 ; 
定理 9. 4.2 下 是 域 的 充 要 条 件 为 :F 是 有 1 元 的 交换 的 单纯 环 。 
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证 明 :充分 性 。 只 要 证 明 中 每 个 非 零 元 都 有 道 , 因 为 F 是 单纯 环 , 它 只 有 两 个 理想 ， 
10} ,FPF。 今 aEF,a 关 0, 则 由 a 生成 的 主 理想 (a) 二 aF。 叉 因 a 关 0 且 aE€aF, 所 以 aFf 关 
10} .这样 aF= 二 。 由 于 下 中 有 1 元 ; 故 下 中 一 定 存 在 一 个 元 素 &, 使 46 二 1; 则 5 是 a 在 F 
中 的 道 元 , 故 F 蚌 域 ,以 下 再 证 必要 性 , 取 FF 的 任 音 理 根 D 关 {0}) ,一定 存在 非 零 元 a€D， 
i 于 FF 是 域 , 故 a-!'EF, 因 此 a :DCDP, 故 a ia€DD; 亦 中 1€ED。 因此 对 任意 xzEF,xl1€ 
DD, 即 ED, 砍 FD, 但 D 是 F 的 理想 ,又 有 DDCF, 所 以 DD=F, 即 下 是 单纯 环 , 当 然 它 
也 “- 定 是 可 交换 的 , 旦 有 1 元 。 

定 允 94.2 设 (F, 十 ,。) 是 一 个 域 ,S 是 下 的 一 个 非 空 子 集 。 如 果 5 关于 下 的 运算 
十 ,， 也 构成 域 , 则 称 $S 是 FF 的 一 个 子 域 。 

在 环 及 中 我 们 知道 ,如 果 S; 是 尺 的 子 环 ,i 二 1,2,….z, 则 它们 的 交集 得 5; 也 是 及 的 
广 坏 。 这 个 结论 同样 适合 于 域 , 妈 FF 中 子 域 的 交集 仍 是 子 域 , 设 4 是 尺 的 一 个 非 空子 集 ， 
可 天 中 所 有 包含 4 的 子 域 的 交集 是 包含 4 的 最 小 子 域 , 称 为 由 4 生成 的 子 域 。 

关于 域 还 有 许多 重要 的 概念 与 定理 ,特别 是 有 限 域 ,在 编码 理论 中 有 很 重要 的 应 用 ， 
这 里 就 不 再 介绍 了 。 


习 题 九 


1. 证 明 环 的 性 质 13 和 14。 

2. 设 屎 是 有 且 仅 有 一 个 左 单位 元 的 环 ,证明 RR 有 单位 元 。 

3. 证 明 在 环 尺 中 , 若 元 素 e 有 左 逆 元 a' 和 右 逆 元 a , 则 一 定 有 a' 一 a”, 且 a' 是 a 的 唯 
-一 逆 元 。 

4. 设 呈 是 除 环 ,证 明 对 任意 a,5ER,a 关 0, 方 程 az= 上 在 尺 中 有 解 且 仅 有 一 个 解 。 

5. 证 明 奶 果 环 六 的 加 法 群 ( 民 , 十 ) 是 循环 群 , 则 民 是 交换 环 。 

6. 完成 定理 9.1.2 的 充分 性 证 明 。 

7. 设 (4, 十 ,") 是 一 个 环 , 对 A 规定 加 法 与 乘法 : 任 取 / ,gE 4 ,对 任意 xzEAh, 令 

(f + E82)= fz) + gr), 
Cf gr fr) 1 glT), 

省 明 (CAs; 十 ,，，) 是 一 个 环 。 

再 令 3 是 4 的 一 个 子 环 ,证明 

R= {f €E AIfS)IESS} 

是 (CA, 十,*，) 的 一 个 子 环 。 

8. 设 A1 ,4:，…4。 都 是 环 尺 的 理想 ,证 明 

《1)4 十 4 十 … 十 如 ,一 {ai 十 ez 十 …… 十 aeiEdi)， 
(2)4 ds" A = {Gea a; EA}, 

孝 旺 民 的 理想 。 

9. 设防 是 环 ,a€ER, 令 民 二 {ralrER}), 证 明 R, 是 尺 的 --- 个 左 理 想 。 

10. 设 尼 是 形 如 
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整数 二 阶 方 阵 环 , 令 


证 明 如 是 忍 的 理想 。 
11. 找 出 Z 的 所 有 理想 。 
12, 设 是 RR 到 R' 的 同 态 ,D 是 D' 的 理想 ,证 明 广 :(D) 是 尺 的 理想 。 


13. 设 尺 ,R' 是 环 ,其 中 
R= EE “Jie, bcE z| 


ell sje ed 


证 明 ;R' 是 R 的 子 环 , 找 出 R 到 RR" 的 一 个 满 同 态 /, 并 求 出 Kerf。 
14. 设 R= 二 ZXZ 是 关于 以 下 定义 的 加 法 .乘法 作成 的 环 : 
tah) 十 (aa 加) 一 《2 Gb + 62), 
[ai bi ) Ca 6) = (qa 起 和) 

令 ff; las)>a, 对 任意 (4a,8)ER, 证 明了 是 尺 到 2Z 的 一 个 同 态 。 

15. 证 明定 理 9. 3, 4。 

16, 证 明定 理 9. 3. 5。 

17. 设 a,6b 是 有 单位 元 环 R 上 的 二 个 可 道 元 ,证 明 a 也 是 可 道 元 , 且 (a5)™' 
bia™!, 

18. 设 六 是 有 单位 元 的 环 , 证 明 忍 中 的 可 道 元 一 定 不 是 零 因子 。 

19. 没 民 是 一 个 域 , 尺 是 只 的 -- 个 子 环 , 证 明 R' 是 整 环 。 

20, 构造 一 个 含有 两 个 元 喜 葛 域 ,并 说 明之 。 

21, 给 定 代数 系统 ( 玉 , 十 ,。) ,其 运算 表 如 下 : 


十 ja 5b ¢ dad *|a + ¢ 4d 
ala bb» cr dd Ca wu wu a 
| a dd re pla bb ¢c dad 
d a cla cc dad 
diad rc bb a dia dd bb 7 
证 明 : 
《1) R 是 一 个 域 。 
《2) 求解 R 中 的 方程 组 
Xry=a 
CZ 十 3 = 由 
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22. 设 Ri ,Rs 是 环 ,RX Rs 是 环 Ri、Rs 的 直 积 ,其 中 加 法 乘法 运算 分 别 与 题 14 相间 ， 
证 明 ， 

(1) RiX RR 仍然 是 一 个 环 。 

(2) 当 R;,R; 分 别 是 有 单位 元 环 时 ,RiXR, 也 是 有 单位 环 。 

23. 设 5 是 域 下 的 一 个 子 环 ,证 明 S 是 子 域 的 充 要 条 件 是 :对 任意 的 xE S,z 天 0, 都 
有 zx!'ES。 
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第 十 章 ” 格 与 布尔 代数 


10.1 格 及 其 基本 性 质 


在 集合 论 中 ， 对 集合 中 的 元 素 可 加 入 序 的 概念 ， 从 而 有 下 面 偏 序 集 的 定义 
定义 10.1.1 对 于 一 个 集合 P 及 P 上 一 个 二 元 关系 亿 ， 若 对 任意 4a,，5，cEP， 都 满 


(1》 自 肥 性 

(P—1) QA 
《2) 反对 称 性 

P—2) ab, ba 一 人 > 4 一 已。 
(3) 传递 性 


(P~—3) ab, br = ae 

则 称 科 是 已 上 的 偏 序 ，( P， 筷 〉 是 一 个 仿 序 集 。 

在 偏 序 集 中 有 最 小 上 界 (wb》 和 最 大 下 界 Cgi5) 的 定 艾 ， 即 

定义 10.1.2 设 (PP， 扫 ) 是 一 个 偏 序 集 ，5 是 已 的 一 个 子 集 ， 

(1) 如 果 aEP 是 5 的 一 个 上 界 ， 而 且 对 于 $ 的 每 个 上 界 ww， 都 有 case ， 则 称 = 是 8 
的 最 小 上 界 ， 或 上 确 界 。 

《2) 如 果 aE 忆 是 8 的 一 个 下 界 ， 而 且 对 于 3 的 每 个 下 界 a', 都 有 a' 扎 a, 则 称 a 是 S 
的 最 大 下 界 ， 或 下 确 界 。 

对 于 有 限 集 S$， 情 序 关系 可 以 用 图 形 表 示 。 称 为 哈 斯 图 。 规定 图 形 中 线段 联接 
的 两 个 点 具有 关系 ” 扫 ”， 并 且 ， 位 于 同一 线段 下 端的 点 二 上 端的 点 ,， 且 不 存在 中 
间 点 。 用 图 形 表 示 偏 序 集 比较 直观 ， 易 于 理解 ， 如 图 10.1 用 图 形 方 式 给 出 几 个 偏 
序 集 。 


4 p a 的 
c¢ 
9 5 a ; ， bs 
< a 。 7/ 
£ f 2 a 
I 


(Ca) cb) {ec) {d) Ce) 


攻 10.1 
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我 们 知道 ,对 偏 序 集 P 的 任 一 子 集 S 来 说 , 不 一 定 有 最 小 上 界 或 最 大 下 界 ,， 如 图 10. 1 
中 《za)， (8)， 但 是 对 有 些 偏 序 集 ， 它 的 任 一 子 集 确 存在 最 小 上 界 和 最 大 下 界 ， 如 (c)， 
(d)]，(e) 。 这 样 就 引出 格 的 概念 。 
定义 10.1.3 设 (P,， 科 ) 是 一 个 偏 序 集 ， 如 果 P 中 的 任意 两 个 元 素 都 有 最 小 上 界 和 
最 大 下 界 ， 则 称 P 关于 含 序 委 梅 成 一 个 格 ， 记 作 《〈 已 ， 委 )。 
例 10.1.1 设 4 是 任意 祭 台 ， 则 4p(4), 志 ?是 一 个 格 。 
证 明 : 容易 看 出 包含 关系 握 是 需 集 p(4) 中 的 一 个 偏 序 ， 对 任意 4 ,4sEp(4) ,4 U4， 
是 它们 的 最 小 上 和 界 , Al 门 4, 是 最 大 下 界 , 而 且 41 Uj Asi, 有 4, 门 A4,E pCA), 故 pLA) 关 于 偏 序 己 
作成 一 个 格 。 
例 10.1.2 设 G 是 群 ， L(G) 表示 G 的 所 有 子 群 构成 的 集合 ,L(G) 中 的 偏 序 是 , 对 人 尾 
意 Gi,GzEL(G) ,GI 所 Gi 当 且 仅 当 GSG:。 这 样 对 任意 GG .Gs 所 GG 和 Gs 的 最 小 生成 子 
群 (G,UGs) 是 其 最 小 上 界 ,Gi 门 Gs 是 其 最 大 下 界 。 当然 ({G1UG2z} ,G1 人 Gs 也 是 G 的 子 群 , 因 
此 (LG), 志 ) 是 一 个 格 。 
例 10.1.3 设 4 是 集合 ,s(4) 为 4 上 所 有 等 价 关 系 的 集合 。 则 poEs(4) 有 PC4Xx4 。 
定义 e(A4》 上 的 偏 序 为 6<7 当 且 仅 当 6 己 zr, 则 te(A), 志 ) 是 格 。 
证 明 ， 对 任意 $6,rE etA4) ,我 们 将 证 明 
glbl6 ,57) =—H /|r, 
lub(6 ,5) 一 {tasb) [ 存在 自然 数 4) 及 cycsye scascl 二 Qsycs 二 By (cyCi17 EB 
或 tJi==1,2,*…,n 一 1}。 
(1) 对 g28(6,7), 先 证 6 门 z 是 等 价 关 系 。 
(2) 对 任意 aE4,(a,a) E86,(aya) Er 所 以 (a,a)E65 门 r, 自 反 性 成 立 。 
(2 对 任意 a1bE A, 若 (a156) ES 并 则 (a,5)E5,(a,68)Er, 因 为 5,t 是 等 价 关 系 , 所 
以 ,a EB,(b,a0)ET, 则 C6,a)E5 站 MT, 对 称 件 成 了 并。 
(iii》 对 任意 a,b,cE A 车 (2,6) E86 门 ry C61c)E5 门 zr; 类 似 可 得 tayc) E56 门 r, 传 递 性 成 
立 。 
其 次 ,因为 8 门 rCS6,75, 所 以 5 门 r 是 6,7 的 下 界 。 
又 对 于 fr 任意 下 界 p,PS6,P 守 T; 则 pSS6fr; 因 此 5 门 r 是 最 大 下 界 。 
(2) 对 lab(8,7), 令 9 二 {tasb5) | 存在 上 自然数 王 及 cycay cyscl 二 aycn 一 B y(cycn)ES 
或 zi 一 1;2，…，2 一 1)。 
先 证 0 是 等 价 关系 。 
(1) 对 任意 zaE4, 今 mr=2c=ac 一 ay 则 有 (aa)EG, 所 以 (aalEb, 自 反 性 成 立 。 
(2) 对 任意 a,65EA4A, 若 a5E90, 则 存在 mn 及 cycss "cansc1 一 Qa yc 一 (cnc-1)E6 或 江 ， 
i=1,2,""… sn 一 1; 因 为 3,7 是 等 价 关系 ,所 以 (crisci) E65 或 rt。 
命中 二 orcp 二 Ci_p9 90 二 Cj;y 有 (eyc nn) 全 间或 5 所 以 了 ,a) E98, 对 称 性 成 立 。 
《ii) 对 任意 a,b,cEA, 若 (a 了 E60,(b,cjE0, 
则 有 在 c=as css ,c=by di=b, diy ,dn=c, (ecir1)ES 或 r, (disdi:)E 
8 或 Ty 令 ctl 一 disco42 二 dz ssCn4m 二 dy， 
则 有 (ejyeiri) E65 或 tf 对 i 二 1,2,……* ,nn 十 区 一 1 成立, 所 以 layc) E68 传递 性 成 谋 。 
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其 次 ,对 任意 (4a,4) E58, 今 n=2,c1=a,rs=5, 姑 有 (a,8)E8 所 以 890。 辐 理 tr 和 9, 即 8 
是 8,r 的 上 界 。 

又 对 于 9, rz 的 任意 上 界 p, 5 p，r 6p， 对 任意 (a,8)E8 存 在 c=ayczy*** sen 一 ,cis 
CryED 或 tr 一 1 2 一 1 

则 (CesyeiDE6 对 i=1,2,.…,n 一 1 式 立 .因为 是 等 价 关系 .所 以 

{cic) = ap) Ep. MS, 

因此 7 是 最 小 上 界 。 至 此 . 已 证 明 te (4)， 和 所) 是 格 。 

在 格 〈 已 ， 委 ) 中 ， 对 任意 a，2EP， 我 们 用 “Up 表示 {a，6} 的 最 小 上 界 ， 用 am 
表示 {a, b} 的 最 大 下 界 。 因 为 lnb 和 8 都 是 唯一 确定 的 ， 故 可 以 将 口 ， 站 看 成 是 己 上 的 
二 元 运算 ， 因此 能 够 用 代数 系统 (P，U ， 门 )】 表示 之 。 又 斌 把 格 记 作 〈 忆 ，U， 介 ), 二 元 
运算 UU 和 站 分 别称 为 并 运算 和 交 运 算 。 

在 格 中 .对偶 原理 成 立 。 也 就 是 说 , 设 了 是 对 任意 格 都 为 真 的 一 个 命题 , 户 是 将 PP 中 
“ 委 ”与 “ 产 ”,“U” 与 “ 扑 ” 瑟 换 的 对 侦 命 题 ， 刚 P' 对 任意 格 也 为 真 。 这 是 因为 将 格 上 中 
"<” 与 "之 ” 互 换 得 到 的 偏 序 集 仍然 是 格 ， 其 中 “U” 与 “人 站” 互 换 ， 称 为 工 的 对 
偶 格 。P 对 所 有 格 都 成 立时 ,其 对 偶 命 题 对 所 有 对 偶 格 ,也 肥 所 有 格 都 成 立 , 因此 ， 
如 果 对 任意 一 个 格 (Z, 志 ), 都 能 证 明 某 个 命题 为 真 以 后 , 利用 对 侦 原 理 , 其 对 侦 命 
题 也 就 不 证 自立 。 

下 面 讨论 格 的 一 些 基本 性 质 ; 

定理 10.1.1 在 格 (已 , 筷 ) 中 ， 对 任意 的 a, 5EP， 都 有 

aa 4, ea Ub, 
afsa, a 。 

证 明 : 因为 a 各 的 并 是 a 的 一 个 上 界 , 所 以 a 所 a Ub, 同 理 5<saUp, 由 对 偶 原理 , 可 
得 a 站 sse，a 门 ps。 

定理 10.1.2 在 格 〈P， 科 ) 中 ， 对 任意 a，0，c，dEP， 若 as 委 8，c 委 4， 则 

ajeb Ud, aflci /ad, 

证 明 ; 因为 bb5Ud, 4d 所 5Ud， 由 传递 性 (R 一 3), 可 得 a 所 bUd, cbUd, 由 于 a 
c 是 a 和 < 的 最 小 上 界 , 而 5Ud 是 它们 的 一 个 上 界 , 因此 ae&bUd。 类 似 可 证 e 门 < 和 
d。 

定理 10.1.3 设 〈P， 委 》 是 一 个 格 ， 对 任意 4，5，cE€E PP， 二 元 运算 岂 、 作 适合 以 下 
算 律 ， 

工 ] 宕 等 律 af\a 一 a, uaUa=a。 

12 交换 律 a 门 8 一 2 站 a，aU5 一 5Uae。 

73 结合 律 (a 门 站 站 c= 二 a 站 DGD Ue=aly (bee), 

74 吸收 律 a 站 aU 二 ayalj (ub) =a。 

证 明 ， 

上 1 由 定义 ，{a，a} 的 最 小 上 界 就 是 a， 即 

alJa=a, 
.利用 对 个 原理 ， 即 得 a 门 =a。 
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Z2: 因为 {a, 5) 一 他，aj， 所 以 Z2 成 立 。 

L3: 由 定理 10.1.1 
Caf Necaf bb, (cc 门 四 站 cc 委 a 门 5 Caf erc, 
由 定理 10.1.2, 有 (ae 门 芒 门 css 站 ce， 
以 及 (a 门 区 门 csse 门 起 门 c) 。 
同 理 可 证 a ENOSEaN Ne, 
由 反对 称 性 , 故 得 ann Bo)》= Ca 站 芒 人 Ne。 
利用 对 偶 原 理 , 有 

(a Uc=aU GUYUe), 
74: 由 定理 10. 1. 1 得 到 aaU Ca 几 nb)。 
由 于 a 站 sa 和 a 所 a ,根据 定理 10. 1. 2, 有 


(CalB) Uaa, 
因此 a=alj (afb), 
由 对 偶 原理 

a=af (aUD), 


人 们 自然 要 问 ， 如 果 一 个 代数 系统 (S$，U，, 门 ) 适合 算 律 地 一 工 4， 那 么 能 和 否 在 集 
人 台中 适当 地 定义 一 个 偏 序 过 ,使 得 (3， 委 ， 成 为 一 个 格 呢 ? 下 面 定 理 回 答 了 这 
个 问题 。 

定理 10.1.4 设 代数 系统 (83，U， 门 ) 中 的 二 元 运算 都 适合 算 律 工 ?一 二 4， 则 可 以 定 
义 一 个 偏 序 专 ， 满 足 对 任意 a，4bE5，aUb 是 其 最 小 上 界 ，a 站 5 是 其 最 大 下 界 ， 即 〈3， 
近 》 是 略 。 

注意 ， 定 理 申 没有 提 到 竺 等 律 L1， 这 是 因为 吸收 律 4 已 更 含 了 工 1， 

alja=alj (taf (Ua))=aU af)=a, 

其 中 58 二 aUa€5。 以 下 证 明 该 定理 。 

证 明 : 在 3 中 规定 关系 “所 ”如 下 : 对 任意 a, bE5, a 所 6 当 且 仅 当 aL#=5， 先 证 明 
委 是 一 个 偏 序 。 

1， 自 反 性 ， 对 任意 aeES， 由 工 知 aUa 一 a， 于 是 有 a< 委 au。 

2, 上 反对 称 性 ， 对 任意 a, 5ES， 若 a 志 Bb， bas 则 aU5=6, 5bUa 一 a， 所 以 由 L2 知 a 
=~hblja=alJb=b, 

3. 传递 性 ， 对 任意 a,，5,， cES, 车 a 所 6b, bc， 则 a U5b=5, 5Uc=c,， 于 是 
由 亏 3 得 

aljc=a) GU SaUD) Uc=yUe=e, 

即 a 所 c<， 故 传递 性 成 并 。 

干 面 峭 证 对 任意 a. bES, 都 存在 最 大 下 界 a 门 5 和 最 小 上 界 a U5。 要 证 a 门 6 是 最 大 下 
界 ， 只 要 证 明 a 门 6 满足 (1)，(2》〉 即 可 。 

{1) afba, aflbb, 

(2)》 对 任意 zxE39， 若 sa，zsS， 则 zx 安 a 门 2。 

由 所 规定 的 去 关系 ,a 所 5 当 且 仅 当 aU6=5, 可 以 得 到 , 若 ap 一 2 则 由 工 4，2z 门 4 一 
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2 站 (zeUb 一 4 同时 若 ea 门 5 一 a 则 aaUo=BUa=2U 4 站 a)==54。 因 此 有 a 所 5 当 匡 仅 当 
42 门 5=a。 这 样 由 
《ae 门 切 门 &=a 门 (Ce 站 全 一 (Ca 站 CD 门 5=a 门 忆 ， 
故 a 门 bs&a， 同 理 可 证 a 门 b<b。 
任 取 XES5， 设 XxX 和 a， Xz 所 5， 有 za=x，z 门 =x， 于 是 
Na = (zfa) b= xb=7, 
故 rsse 门 5。 

因此 ea 门 2 是 {fa， 5} 的 最 大 下 界 。 类 似 可 证 asU2 是 其 最 小 上 界 。 

综 土 可 证 《3S， 委 》 是 一 个 格 。 

因此 , 若 代数 系统 (5，U， 和 门 ) 中 的 二 元 运算 出 ， 门 适 人 台 ZL1 一 民 4， 我们 也 称 (S$. U. 
门 )》 基 一 个 格 。 由 此 可 以 看 出 格 即 可 从 偏 序 集 定 义 ， 又 可 从 代数 运算 定义 ， 这 是 格 的 特殊 
性 。 

例 10.1.4 设 2. 是 正 整 数 集 ,对 任意 a, 56E2， 规定 aUb= [a, 个 , 即 4 与 6 的 最 
小 公信 和 数 , a 站 6= (Ca 六 ， 即 a 与 5 的 最 大 公约 数 。 显然 UU， 门 是 Z+ 上 的 二 元 运算 . 同时 
由 于 

(la 人 ma 一 (aa 一 asaUa 一 Laya] 一 a。 

《272 门 8 一 (ay 5) 一 (64 一 总 门 a， 

alJ5=[a,b]=[L8,a]=b Ua,。 
(taf Ne= Cae) = a bc) =af BN ey, 
(aUDUe=[La,bj,c]=[a,Lb,c]]=aU GUe), 
(4) 因 alfa, 纪 , 故 
E2 门 人 人 一 (ay [La 一 a。 
因 (a ,分 |z 故 
aU taf)=La, (a.b) |=0, 
即 (Z,，U， 门 》 满足 算 律 工 1 一 L4， 所 以 《Zz ， 扎 ) 是 一 个 格 。 

例 10.1.5 设 G 是 Klein 四 元 群 ,， G= {e, as 5 ab}, L(G) = {I, Hi, Hz, Hi;. 
G}， 其 中 要/= {ea}, Hs 二 {es 6， Hs 二 {e，ab}。 HH 站 MK 表示 子 群 旦 与 K 的 交 , 11 
UK 表示 由 互 和 KK 生成 的 子 群 ， 则 (L(G) ,UU, 们 ) 是 一 个 格 。 

证 明 ; 显 见 (6G) 包含 了 G 的 全 部 子 群 , UU 和 们 是 L(G) 上 的 二 元 运算 , 现 只 要 证 明 蝇 ， 
门 运算 适 台 工 1 一 了 和 即 可 。 

对 任意 天 ,天 天;EZLIG) ,显然 

KINKI—K KUK=K, 

KMNK:=K NK KUK—KUK, 

KINKY)NK,=KN CK NK), 

(KIUKY UK = KU CK, UK,), 

对 算 律 I4, 因 为 KCKIU Ki,Ki 门 KK,, 所 以 

开门 (KU 天 一天， KUCKNMNK)=K,, 

故此 (CG) ,U , 门 ? 是 一 个 格 。 并 CC) 关于 遇 , 自 的 运算 表 如 下 ; 
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U:I 五 五 H, 6 门 ;7 H, H, HH, 

I:1 H, H, HG Tir 1 7 I I 
HiH, H GG G6 HiIH 1 IH, 
HiH, GG DG G Hi I H, 1 H, 
HiH, G G HG Hi I 1 H, H, 
GiG G G 6G 6 Gi H, H, Hs G 


关于 格 ， 还 有 以 下 几 个 基本 定理 ， 
定理 10.1.5 设 (了 委 ) 是 一 个 格 ， 对 任意 a, 5,， cEJP， 都 有 
aljwfNodEaUD NN a Ue), 
aD Ufaf LUe), 
证 明 : 由 -三 4 所 a 和 58,a 扩 a Uc, 所 以 
a NN aUe), 
另外 ,由 于 上 门 c 委 5 太 a Usb 站 (所 ec 亿 a Uc; 所 以 
peta UN (alje), 
由 定理 10. 1. 2, 即 得 
a BNOSaUD Nu Ue), 
根据 对 偶 原 理 又 得 
(ae 门 贡品 人 站 ce ol Ue), 
定理 10.1.6 设 ‘<P， 专 ) 是 一 个 格 ， 对 任意 的 ae，2EP， 都 有 
< 妥 5 二 一 人 2 门 = ac 一 人 2UUD 一 六 
该 定理 的 证 明 留 给 读者 练习 。 
定理 10.1.7 设 《P, 专 〉 是 一 个 格 ， 则 对 任意 4a, 5，cEP,， 有 
ac<=>aU GNU Ne, 
证 明 :; 必要 性 。 由 定理 10.1.6 知 
ae 所 一 人 ec 一 ce。 
直 定 理 10. 1. 5 得 到 
aU eNO Ue)., 
将 (aUc) 用 c 代入 ,有 . 
a eNOSEaUN Ne, 
充分 性 。 若 zU GO 所 (aU5D 站 es 显然 有 
aal CNISEaUD Nee, 
即 cssc* 所 以 
a 人 = >alj BN a Un Ne, 
定理 10.1.7 中 的 不 等 式 通称 为 模 不 等 式 ， 利 用 它 还 可 以 推出 下 述 方法 表示 的 
模 不 等 式 
af UU laf aaf BU af)), 
aUwN caeDEaUD NN aUe, 
定理 10.1.8 设 <P， 扫 > 是 一 个 格 ， 则 对 任意 a， 56, c,dE€P， 有 
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aD UN EY) GUa, 

证 明 ， 因为 Ca 站 让 寺 aSaU ec aD) bb Ud, 

所 以 (CaN) GaUo NEU). 

又 因为 CNScEa Ue, Cfd) deb Ud, 

所 以 CNDEaUINGUD, 
关 此 由 定理 10.1.2,CaN 和 UCNDGaUoiON Uda, 
定理 10.1.8 江 有 下 面 童 要 推广 。 
定理 10. 1.9 设 过 P， 志 > 是 一 个 烙 ，a, EP，i 志 i 人 nn，1 祥 j 太 mm， 则 有 


证 明 尔 给 读者 练习 。 


10.2 了 于 格 、 同 态 与 同 构 


对 于 任何 代数 系统 5， 都 有 其 子 系 统 S' 的 概念 。 由 于 格 也 是 一 个 代数 系统 ， 因 此 也 有 
子 格 的 概念 ， 

定义 10.2.1 设 (S, UU, 门 ) 是 一 个 格 , 了 是 3 的 非 空 子 集 , 若 了 T 关 于 二 元 运算 U， 
站 也 是 封闭 的 ， 则 称 代 是 3 的 一 个 子 格 ， 

注意 , 定义 中 所 讲 的 “封闭 ” 不 仅仅 讲 7' 本 身 是 封闭 的 , 而 且 还 与 5 有关, 也 就 是 说 ， 
对 任意 «a，65E€ 了 ， 如 果 在 5S 中 aUb=c， a 站 5=d， 则 cE 不 ,dE€7T， 否 则 我 们 不 能 讲 了 是 
S 的 子 格 。 

例 10.2.1 设 Z, 是 正 整数 集 , 人 是 其 中 的 偶数 集 , U, 门 运算 分 别 是 求 最 小 公 倍 数 各 
最 大 公约 数 。 由 于 任意 两 个 偶数 的 最 小 公 倍 数 和 最 大 公约 数 也 都 是 偶数 ， 故 工 关于 局 ,站 
运算 都 是 土 闭 的 ， 即 了 是 (Z:，U ， 介 ) 的 一 个 子 将 。 

例 10.2.2 设 S= (1，2，3，5，6，10，15，30)}，U， 门 分 别 是 求 最 小 公 倍 数 和 最 
太公 约 数 的 运算 ， 则 (5，U， 介 ) 是 一 个 格 ， 其 图 永 如 10.2 (a)。 7 二 {1，2，5，10})， 
它 也 是 -一 个 格 ， 而 卫 是 8 的 一 个 子 格 。7T: 二 什 ，2，3，10，30} 也 是 一 个 格 ,而且 T2 3， 
但 是 ;不 是 3 的 子 格 ， 国 为 在 $ 中 [2U3] =6， 而 在 T; 中 ，[2U3] =30。 这 就 不 能 说 
了 关于 中 的 运算 保持 封闭 。 因 此 7; 虽然 是 一 个 格 ， 但 不 是 5 的 子 格 。 


30 30 
10 
| > 15 10 10 
p> Te < 一 5 
< 下 > 3 2 2 3 
] 1 1 
S TT Ts 
(a) b) Ce) 
图 Iw.2 
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定理 10.2.1 7 是 格 $S 的 一 个 子 格 ， 则 了 对 于 格 8 的 二 元 运算 UU 、 作 也 构成 一 个 格 。 
证 明 : 由 于 了 关于 二 元 运算 U, 作 是 封闭 的 , 且 忆 , 门 在 5S 中 适合 算 律 Z1 一 4， 故 了 
关于 凯 ， 门 运算 也 适合 算 律 L1~L4。 因 此 (TT， 凯 ， 作 也 是 一 个 格 。 
例 10.2.3 设 43， 委 ) 是 一 个 格 ，aE5S, 今 
T= {rES|zrEa}, 
则 工 基 5 的 一 个 子 格 。 
证 明 : 因为 e 委 ea， 故人 下 非 室 。 对 任意 z，yET， 由 < 安 za，ySa 可 知 
rzUyEa, 工 门 yy 等 a。 
即 zUyET，z 门 yET， 所 以 了 关于 二 元 运算 U， 门 封闭 ， 即 了 是 $S 的 子 格 。 
例 10.2.4 设 (3S，U，, 个 ) 是 一 个 格 ，e，86E3， 目 as<o， 令 
T= ({zES|4 委 xz 委 人 ， 
则 了 是 $ 的 一 个 子 格 。 
证 明 : 因为 a 所 a， a 所 5， 故 a€T， 即 工 非 空 对 任意 zx， yET,， 由 a 所 x 和 ba 和 yD 
可 知 
azUyEb arf\yb, 
即 xUyET, z 站 yET, 故人 关于 二 元 运算 出 和 上 门 都 是 封闭 的 ,所 以 了 是 8 的 子 格 , 该 子 
烙 亦 称 为 3 的 一 个 闭 区 间 ， 记 为 5/a。 
例如 图 10. 1 (e) 中 , T= {6， d, e，f，g:， hi} 是 一 个 子 格 , 它 满足 T= {zx 
i 和 zi Ts 二 {6，d，f，g】 也 是 一 个 子 格 ， 它 满足 7 一 {z|15 扫 z 实 外。 
背 以 下 介绍 关于 格 的 积 代数 的 概念 。 
定义 10.2.2 设 (人 95，U, 门 ) 和 (四 ，* )》 是 两 个 格 ， 可 以 由 它们 导出 一 个 代数 
系统 (5XZ， 十 ，X)， 其 中 十 和 X 是 $X 工 中 的 二 元 运算 ， 对 于 任意 al, )，(az， 可》 
ESXL， 都 有 
(a B10) 二 (C02 ba) = (larUeas, hb;}, 
《ay 而 》X 《as 名) = tafNas, b# bs), 
这 时 称 (35XzL， 十 ，X) 是 格 (3$，U， 门 ) 和 人 志 ， 旨 ，* ) 的 直 积 或 积 代数 。 
在 该 定义 中 , 运算 十 和 X 是 由 运算 JU， 和 和 由 ，* 来 定义 的 ,因此 它 一 定 是 可 交换 的 ， 
可 结合 的 ， 间 时 满足 吸收 律 ， 亦 即 积 代数 也 是 一 个 格 。 当 然 ， 一 般 来 说 ， 积 代数 SX 工 比 3 
和 工 的 势 要 大 ， 这样 我 们 可 以 用 积 代数 构造 更 大 的 格 。 
例 10.2.5 设 3= (0，1)， 在 图 10，3 中 分 别 给 出 了 格 43， 委 )，《32， 魏 ?) 和 《3?， 
二;〉 的 图 形 。 
推 而 广 之 ， 在 格 《3 ， 拔 。》 中 ， 其 元 素 是 《za ,az，…，as)， 其 中 4 一 0 或 1 (i==1， 
2， "4)。 对 于 任 党 a， BES”, a= {gl Gay ry Gn) b= (Bb)， 有 
ad =) a tf], 2, ‘+**, no 
当然 ， 格 《5"， 专 ,》 的 蛤 斯 图 应 是 一 个 n 维 的 立方 体 。 
例 10.2.6 设 S= {1, 2, 4}, 了 = {1, 2，3， 6}, 5S, 工 中 的 偏 序 关 系 都 是 整除 关系 ， 
因此 它们 都 是 烙 。 其 积 代数 上 x5 也 是 格 ， 如 图 10. 4 所 示 
由 于 格 是 一 个 代数 系统 ， 因 此 同样 也 有 关于 格 的 同 态 的 定义 。 
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图 19.4 
定义 10.2.3 设 $S，S' 是 两 个 格 ， 如 果 存 在 S 到 5' 的 一 个 映射 p， 使 得 对 任意 a, bE 
SS， 有 
车 a 所 5; 则 94a) 所 ql ; 此 时 称 8 为 § 到 5' 的 保 序 映射 
若 gaU 相 =gla) UglB), 称 8 为 S 庵 5S' 的 保 并 同 态 ， 
若 gKa 门 站 一 JLo) 门 p08), 称 8 为 S 到 8S' 的 保 交 同 态 ; 
若 9 即 是 保 并 同 态 ， 又 是 保 交 同 态 ， 则 称 为 S 到 5S' 的 格 同 态 。 
当 9 是 单 射 或 注射 时 ， 又 可 称 ?是 单 同 态 或 注 同 态 。 用 符号 8 一 多 表示 满 同 态 。 
定义 10. 2, 3 中 的 四 种 同 态 有 下 面 关系 : 
定理 10.2.2 若 9 是 格 同 态 ， 则 它 即 是 保 并 网 态 ， 又 是 保 交 同 态 ; 若 g 是 保 并 同 态 或 
保 交 同 态 ， 则 p 是 保 序 映射 。 
证 明 ; 定 理 前 半 部 分 即 为 格 同 态 的 定义 。 下 面 证 明 后 半 部 分 。 
若 ?9 是 保 并 同 态 ,p: S-S' ,对 任意 ac,5ES，os5， 
有 一 eUB 
DD) 二 pla LU 一 9 Ug(5) ,得 
Ua) 所 5) ,所 以 9g 是 保 序 映射 。 
类 似 可 证 车 g 是 保 交 同 态 , 则 ?是 保 序 映射 。 
要 注意 上 面 四 种 同 态 是 互 不 相同 的 ， 可 从 下 面 例子 看 出 。 
例 10.2.7 图 10.5 中 ,(3 ,所 ?是 一 个 格 , 其 中 8= {a,5,c,d,e)。 当然 , (p (S)， 声 ) 
也 是 一 个 格 。 
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在 S 到 pf(5S) 之 间 构 造 一 个 映射 p: 使 得 对 任意 zeE5, 有 
7Cz) 一 (ESySz)。 
这 样 
Fa) 一 SBD) 一 (人 ec) 一 (ce}， 
fld)={d,e}, fle)= {e}, 
此 时 , 当 z,， yE5 且 z 所 yy 时 , 满足 f(z) 坊 f(y), 所 以 是 保 序 映射 。 但 是 了 并 不 是 5S 到 
P03) 的 保 并 同 态 。 比 如 , 对 c,dE5,cUd=a, 因此 fCUq)=fla)=5, 而 fc)UF(d)= 
terd,e}， 因 此 feUd) 了 兰 fle) Uf(d)。 而 8 却 是 保 交 的 ,当世 y 时 glx 站 y=9z) 站 1g 
(y) 易 验证 ， 再 验证 了 (8 门 人) 一 fle)={e} AD 们 fe)= {65,e} 门 {ere}= {2}， 相等。 类 似 
f 了 BN) ,fle 站 dd) 也 保持 运算 ， 所 以 gp 保 交 。 
例 10.2.8 3 仍 为 图 10.5 中 的 格 ，3' 为 五 个 元 素 a 6', ce'， 
d'，e' 构 成 的 链 ，e' 所 4d' 志 所 6 a! 。 pp 是 5S 到 5' 的 映射 ,pla) = 
a ,ADD)=5 ,0) 二 c' 9d)=d' ,gle)==e'。 易 证 9 基 保 序 映射 ,但 4 
oN = ee Fe = pe) ,p(B Uc) = pa) =a'Ab = 
YK) Uglc)， 所 以 不 保 并 ， 也 不 保 交 。 

当 yp 是 双 射 时 , 与 同 态 概念 类 似 地 又 有 同 构 概 念 。 e 

定义 10.2.4 设 S， 5S' 是 两 个 格 , 如 果 存 在 5 到 8/ 的 一 个 双 网 
射 9， 使 得 对 任意 a4， bES,， 有 

ab 当 且 仅 当 a) 筷 6), 称 yp 为 5 到 的 保 序 同 构 。 
FlaU) 一 Ua) Ub), 称 8 为 S 到 S' 的 保 并 同 构 。 
Ka 站 丰 二 Ka) 门 p45) , 称 8 为 5 到 5S' 的 保 交 同 构 。 

若 即 是 保 交 同 构 又 是 保 并 同 构 , 则 称 gq 是 5S 到 5 的 格 同 构 。 用 符号 5S 综 5S' 表 
示 格 辣 构 。 

全 10.2.9 设 4= {a15, 0 则 CpCA),U ,但 ) 是 一 个 格 , 它 与 例 10.2.2 中 的 3 是 则 
构 的 。 

证 明 : 因为 pt4)= {3, -(a}，{68}， {ce}，{as 5}，{as c)， 人 二，cj， 4 ， 它 与 3 中 元 
素数 目 相同 。 我 们 在 eC4) 和 5 之 间 确 定 一 个 双 射 2 xz 一 wm， 和 分 别 是 p(4) 与 3 中 的 
第 i 个 元 素 。 于 是 对 任意 nm,zjE p(4)， 容 易 验证 

rr) = yy =U y= p70) Ur), 
Har = y= y= Nr) 。 


因此 p(4)225。 

定义 10. 2.4 所 定义 的 四 种 同 构 的 关系 与 定义 10. 2, 3 中 四 种 同 态 的 关系 不 同 。 有 下 面 
定理 。 

定理 10.2.3 设 yg 是 格 S 到 5S' 的 映射 , 则 yp 是 格 同 构 等 价 于 它 是 保 交 同 构 , 也 等 价 于 
它 是 保 并 同 构 ， 也 等 价 于 它 是 保 序 同 构 ， 也 即 定义 10, 2. 4 中 四 种 同 构 相 互 等 价 。 

证 明 : 只 要 证 明 保 序 同 构 等 价 于 保 交 同 构 , 完 全 类 似 地 就 可 证 明 保 序 同 构 等 价 于 保 并 同 
构 ， 从 而 保 序 同 梅 等 价 于 格 同 构 ， 也 即 四 种 同 构 等 价 。 

者 已 知 8 是 保 序 同 构 ， 即 对 所 有 a,5E5S,a5 当 且 仅 当 va) 寺 g6)， 
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则 对 任意 a, ES，ea 门 2 县 aa 门 SO 所 以 aN DEGa) gal) Ee) Fad) 
Ga) 门 95， 又 因 9 是 双 射 ， 则 存 在 zE Srzr) 一 Ma) 门 W6) ,而 9x) 志 pla) 9x) 所 gl6) 所 
Mra TEb, TEafb, Pa) NN FD =I) Ea ,因此 a) Ab) 一 pla 门 6), 即 
9 是 保 交 同 构 。 

有 反之， 若 以 知 p 是 保 交 辣 构 ， 即 对 所 有 a，5ES5S，gha) 门 gD)=yhka 门 5)， 则 对 任意 a， 
bES, 若 a 太 bp， 则 有 a=afb,ga)= 二 qla 门 引 二 pla) 门 p08) ,得 到 gla) 忒 p06), 若 qla) 声 
6), 则 有 ga) 二 pa) 站 gb) 二 pla 门 5)， 因 yy 是 双 射 从 而 有 a 二 a 门 8， a 所 6， 所 以 yp 是 保 
序 同 构 。 证 毕 。 


10. 3 分 配 格 与 有 补 格 


在 定理 10. 1. 5 中 已 经 指出 ， 在 格 $ 中 的 任意 三 个 元 束 a，p5，c 之 间 ， 都 存在 下 述 关 系 
aU ENOSaUb) NN a Uo), 
tafNDU aNdsaf BU, 
也 就 是 说 ， 它 并 不 要 求 U、 门 运算 之 间 适 合 分 配 律 , 但 是 有 一 些 格 的 确 满足 分 配 律 ， 这 样 
的 格 叫做 分 配 格 。 
在 介绍 分 配 格 以 前 ， 我 们 首先 介绍 一 类 条 件 比分 配 格 弱 的 但 也 很 有 用 的 格 ， 模 烙 。 定 
理 10. 1, 7 给 出 了 格 所 满足 的 模 不 等 式 ， 将 不 等 式 变 为 等 式 ， 就 得 到 模 格 。 
定义 10.3.1 设 (S,U, 门 ) 是 一 个 格 ， 对 任意 a， 56， cES， 若 5a， 就 有 
afl GUr)=bU afc), 
成 立 ， 则 称 (S$，H， 介 ) 是 模 格 。 该 等 式 又 称 模 律 。 
例 10.3.1 图 10.6 (a) 中 的 格 了 1 不 是 模 格 ， 而 图 (b) 中 的 格 52 是 模 格 。 


a 
硬 


Ld 


(a) 格 荆 (b} 格 工 

图 10.6 

证 明 ,; 在 格 £1 中 ，essa 而 ec 人 有 2 一 <Ue=e， 
biteUa)=6 a=s, 
所 以 ceUG 站 DB 站 5cUd) ,1 不 是 模 格 。 
在 格 2 中 ， 取 e， 6b, c， e 护 b， 
elj (Nc)=ee=e=é /ce=b (ee), 
满足 模 律 ， 对 其 它 情况 也 可 类 似 验证 ， 最 后 可 知 格 L2 是 模 格 。 
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图 10. 6 中 两 个 格 是 很 重要 的 很 有 代表 性 的 两 个 格 。 后 面 我 们 将 会 谈 到 它们 的 作用 。 
例 10.3.2 设 G 蚌 一 个 烙 , 则 G 的 一 切 正规 子 群 作成 的 格 入 (G) 是 模 格 。 
证 明 , 显然 NG) 非 室 , 设 任 意 Hi, Hi;, HE N(G), 且 HH;S HH,, 任 取 a€ HiU(H, 
站 瑟 ;) ,要 证 < 也 属于 Hi 站 (H:U FH,), 即 
HU CH NHB)OSHNMNH,UH,), 
因为 a€E 恕 :UCHLINNMHW), 则 a 一 kk, 其 中 hE 日,kE HI 站 Hs 由 于 Hs Hi, 故 kkE 
Hi 又 因 kE Hs RE Hs RB RRE HU HB aE HMCGH UH 故 HiU HN HS 
HN CCH; UU Ha). 
反之 , 若 a€ HN 人 (HUH;)， 因为 < 各 五 ;， 令 4a 二 hl， 又 因为 a€ HsUH， 今 a=hshss 
则 所 = 二 hzhs， 于 是 hh ' 和 二 hs， 由 于 兄 , 是 正规 子 群 ， 所 以 有 EH， 肥 hE HN RH;。 因 此 
hahsE HU CH NHI) ,BR a€E HU HN EH,), 
所 以 HN CH U HYOSCHU COHN HD). 
综 上 ， 得 证 。 
从 此 例 可 以 看 出 ， 模 格 的 概念 有 其 实际 背景 。 事 实 上 ， 模 格 的 许多 性 质 在 代数 中 也 有 
很 好 的 应 用 ， 但 这 方面 本 书 不 再 作 更 多 介绍 。 
下 面 给 出 模 格 的 判定 方法 。 
定理 10.3.3 设 $S 是 一 个 格 , 则 5S 是 模 格 的 充 要 条 件 是 对 任意 a, b, cES， 车 b<<a， 
ajce=t Ure, aflec=6 ec, 则 a=6, 
证 明 : 必要 性 . 若 S 是 模 格 ， 则 对 任意 a,， 5,，cES，, 车 ba， 
&Uc 一 5Uc，ea 门 c 一 5 站 c， 则 有 
4 一 a 门 (eUc)=a 门 名 Uc)=5UCa 放 ec) 一 5 站 ce) 一 5。 必 要 性 成 立 。 
充分 性 。 对 任意 avcsasa, 由 模 不 等 式 U(amc)s 委 他 Uc)ma， 
令 w=6bU tafle) ,v= Ue Na, 
uc=bU (fc) Urc=eUe, 
vce=CBUoONa) Ue GU Ue=bUc=uUe, 
但 wv ,所 以 wwUcSvUe, 则 vUe=uUe。 
vNc= BU Nafle=afe, 
aNNc=BU taf Ne c=aflc=v fie, 
而 “xsvyz 门 cso 门 c, 所 以 xz 站 c 一 v 门 c。 
根据 条 件 则 ”w=v; 妈 5U (af 作 c)= BUe) 门 a。 充分 性 成 立 。 
定理 10. 3. 1 给 出 了 模 格 的 一 个 充 要 条 件 , 对 研究 模 格 性 质 很 有 用 处 , 但 用 于 判断 一 个 
格 是 否 为 模 烙 还 不 够 直观 。 下 面 这 个 定理 运用 定理 10, 3. 1 的 结论 ， 其 条 件 更 为 直观 。 
定理 10.3.2 设 $S 是 一 个 格 ， 则 5 是 模 格 当 目 仅 当 5 没有 与 图 10. 6ta) 的 格 L1 同 构 
的 于 格 。 
证 明 , 必要 性 . 知 $ 是 模 格 ,假如 S 有 与 二] 同 构 之 子 格 , 由 10. 3, 1 已 知 工 1 不 是 模 格 ， 
则 与 L1 同 构 的 5 的 子 格 也 不 是 模 格 , 因子 格 中 站 . U 运 算 与 5 中 相同 ,所 以 S 也 不 是 模 格 。 
充分 性 。 知 S 没有 与 L1 同 构 的 子 格 , 假如 5 不 是 模 格 , 根据 定理 10. 3. 1 可 知 存在 a， 
b, cES, Ba, aljc=b Ue, afle=bNNe, 但 48, 
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我 们 说 明 4= (a, 2 caUc，a 门 c} 即 构成 与 1 同 梅 的 3 的 子 格 ， 如 图 10.7 所 示 : 
首先 易 验 证 4 关于 5 的 运算 门 . U 封 闭 , 下 面 验证 4 中 五 个 元 


来 互 不 相同 。 人 
已 知 “ba， 再 证 < 与 a 无关， 否则 c 有 可 能 : 
(1) ec 之 z， 此 时 a 门 c=a 隆 5 二 5 门 <， 牙 盾 。 < 。 
(2) cec<ea， 此 时 z 门 c 一 ca 门 < 一 c， 得 c 委 2 
但 若 c 所 58， 则 58Uec=4b 关 a 一 aUc， 蒜 盾 。 s 


因此 * 必 与 a 无关， 类 似 可 证 c 与 65 无关。 由 c 与 a、 5 无 关 又 
可 知 aUec 大 于 ap cy afc 小 于 a,5,c， 即 集合 4 确实 构成 如 图 nezsne 
10. 7 所 示 之 子 格 , 从 而 4 与 二 同 构 ,与 前 提 S 没有 与 L1 同 构 子 格 图 10.7 
了 矛盾， 所 以 假设 错误 ，S 必 为 模 格 。 

有 了 定理 10, 3.2, 在 判定 一 个 格 是 否 为 模 格 时 , 只 要 看 它 是 否 有 上 1 形式 的 子 格 , 若 有 ， 
则 非 模 格 ， 若 无 ， 则 是 模 格 ， 因 而 该 定理 在 应 用 中 较 方 便 、 直 观 。 

比 模 格 要 求 更 强 的 是 分 配 格 。 

定理 10.3.3 设 S 是 一 个 格 ， 以 下 三 个 命题 等 价 : 

(1) 对 所 有 a, 6b, cES, af(Uc)= (af U afe), 

(2) 对 所 有 a, 6, cES, aUwNe= CU NU, 

(3》 对 所 有 a, Bb, cES, tafUteNoOUceNea=taUDN GUd)N Uae), 

证 明 ; 先 证 (1)== 之 (2): 

注意 : 不 能 应 用 格 中 的 对 侦 原 理 , 因为 (1》 不 是 对 所 有 格 都 成 立 的 命题 。 只 有 当 一 个 
合 题 P 对 所 有 格 都 成 立时 ， 才 能 应 用 对 个 原理 说 明 P 的 对 侦 命 题 对 所 有 格 也 成 立 。 

现 已 知 (1)， 对 所 有 a， b,cE€5S， 

UDN aUe)= a UD Na Ua Un Ne 

=aU (aft UN e)) 
=aU BEN), 

在 证 (2) 一 人 > (1)， 

此 时 可 用 对 偶 原 理 , (2) = 半 (1) 与 (1)== 半 (2) 是 对 侦 命 题 ,(1) 一 渤 (2) 对 所 有 格 都 成 
立 , 则 (2) 一 >(1) 对 所 有 格 也 成 立 。 

表 证 民 )== 疾 (3)， 首先 (1) 成 立时 52) 也 成 立 。 

对 所 有 a,b,cES， 

Gaff UENOU en = a UU ea) 

=CwU Na VN aUU tla)) 
=CUANGUa) NN aUe), 

最 后 证 (3) 一 > (1): 

首先 证 明 (3) 成 立时 模 律 成 立 ， 对 任意 a, bES, a<b， 

则 (Caf UGENAOU ne)=ay BNe Ufa) 

=aU NNe), 
aDNGUo Ne Ua = UN ce Ua) 
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=b/ (ca), 

由 (3) 得 aU (4c)=6 门 (ecUa), 模 律 成 立 。 
当 (3) 成 立时 以 a 并 (3) 中 等 式 左右 ， 得 

a EN =aUy aUDNGUIN GUYa)), 
因为 aaU 扩 门人 zUec) ,所 以 可 用 模 律 于 上 等 式 右 部 ,得 

a EN = UDN Ua NN aU Ud)=taUD a Ue), 
{2) 成 立 ， 则 (1) 成 立 。 
上 上面 定 理 证 明 中 对 偶 原 理 药 应 用 请 大 家 注意 。 
定理 10. 3. 3 说 明了 分 配 律 的 几 个 形式 是 等 价 的 ,那么 用 任何 形式 都 可 给 出 分 配 格 的 定 


定义 10.3.2 设 (5S、U、 仆 ) 是 一 个 格 ， 车 对 任意 的 a, 5,，c€E5， 都 有 
a 站 BU)=ta 人 外 UU (alc), 则 称 S 是 分 配 格 。 

例 10.3.3 设 A4 是 一 个 集合 ; 则 (pC4),U , 门 ) 是 分 配 格 ,因为 集合 4 的 各 个 子 集 之 间 
的 门 ，U 运 算 满足 分 配 律 。 

例 10.3.4 每 个 链 都 是 分 配 格 。 

证 明 ; 设 4 全， 委 ) 是 一 个 链 ， 显然 它 是 一 个 格 。 对 任意 4a, 5&8， cES, 它们 的 相互 关系 
只 有 以 下 两 种 可 能 ; 

(1) a<5 或 a 祥 c， 

(2) ba H ca, 

对 于 情况 (1)， 出 于 a 入 bUec, 故 c 站 已 Uc) 一 a， 同 时 assay a 门人 a, 而 且 这 两 个 
不 等 式 中 一 定 有 一 个 使 等 式 成 立 , 因 此 (a 门人 UCafe)=a, 亦 中 a Ue)= GU Ca 人 
C)。 

对 于 情况 (2) ,一定 有 5UecSa, 因此 a 站 GUe)=bUe, 辣 时 因为 a 门 5==b,a 作 c=c, 故 
(a 门 站 Ua 站 ec) 一 8Uc。 因 此 等 式 a 站 (Ue)== tafU (a) 也 成 立 ， 于 是 定理 得 证 。 

定理 10.3, 4 分 配 格 是 模 格 。 

在 定理 10. 3. 3 的 证 明 中 ， 当 证 明 (3) 一 > (1) 时 ， 实际 已 证 明 分 配 律 包含 模 律 ， 也 
即 分 配 格 是 模 格 ， 这 说 明 分 配 格 的 确 是 比 模 客 条 件 强 的 一 类 格 。 

容易 验证 模 格 和 分 配 格 的 对 偶 格 也 分 别 是 模 格 和 分 配 格 ， 因 此 在 模 格 和 分 配 格 中 也 有 
对 偶 原 理 , 即 若 一 个 命题 P 对 所 有 模 格 (或 对 所 有 分 配 格 都 成 立时 , 其 对 侦 命 题 P' 也 对 
所 有 模 格 《或 对 所 有 分 配 格 ) 成 立 。 

定理 10.3.5 设 S,U ,站 > 是 一 个 格 , 则 $ 是 分 配 格 的 充 要 条 件 是 对 所 有 ayB， 
cESa GU) Ue, 

证 ; 必要 人 性， 已 知 S 是 分 配 格 , 则 a 人 C60e)= Ca 站 DU af); 而 (ea 站 ec 委 c 所 以 

afBUI)E (aD Ue, 

充分 性 ， 由 格 的 性 质 已 知 对 所 有 a1b,cES， 

CafNb) Ue ta UN BU ee), 

只 要 证 (aUoON GU Ue, 

由 条 件 知 (aUOIONGUoD<CaUoOND UcnNW) Ue Ue= (taf) Uc, 得 证 。 
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定理 10.3.6 设 <S$，U， 门 沁 是 一 个 分 配 格 , 则 对 任意 4a, 5, cES, 若 x 站 8 一 < 门 c， 
aUjb=aUc， 则 6=c。 

证 明 : 由 条 件 

b= aUUD=6N UU)=GNOUGNAY=GaNA UY EN = UN= (Ue) NN 
“一 (, 即 8 一 < 

定理 10. 3.6 给 出 了 S 是 分 配 格 的 一 个 必要 条 件 。 事实 上 , 该 条 件 是 充 要 条 伴 , 但 充分 
性 较 难 证 明 ， 这 在 后 面 将 会 说 明 。 

定理 10. 3. 6 的 条 件 与 定理 10, 3. 1 的 条 件 相同 ， 只 少 一 个 sa 的 要 求 ， 由 此 也 可 见 分 
配 格 与 模 格 相似 ， 但 分 配 格 要 求 更 强 。 

由 定理 10. 3. 6 可 判定 某 些 格 不 是 分 配 格 。 

例 10.3.5 图 10.6 中 的 格 L1，Z2 都 不 是 分 配 格 。 

证 明 ， 取 格 上 1、L2 中 的 5, c,d，, 都 有 56Ud==cUd==a, bd=cf1d=e, 但 6c， 所 
以 , 工 1, 工 2 都 不 是 分 配 格 。 由 定理 10. 3, 2 可 知 工 1 可 用 来 判断 一 个 格 是 否 为 模 格 ,同样 L1， 
Z2 也 可 以 用 来 判断 一 个 格 是 否 为 分 配 格 。 因 此 Ll1，L2 是 两 个 很 重要 的 格 。 

定理 10.3.7 (1) 己 知 5 是 模 格 , $ 不 是 分 配 格 的 充 要 条 件 是 5S 包含 与 L2 同 构 的 子 
格 ; 2) 一 个 格 5 是 分 配 格 的 充 要 条 件 是 S 不 包含 与 上 1 或 1.2 同 构 的 子 格 。 

定理 中 《1) 与 (2) 论述 的 意思 实际 上 相同 ， 其 中 《1》 的 充分 性 和 《2》 的 必要 性 的 
证 明 是 显然 的 , 但 《1》 的 必要 性 和 《2》 的 充分 性 证 明 较 困难 ， 有 兴趣 的 读者 也 不 妨 一 试 。 
有 了 定理 10. 3. 7, 对 分 配 格 的 研究 就 会 比较 方便 , 例如 定理 10. 3. 6 中 的 必要 条 件 可 证 为 充 
要 条 件 。 

定理 10.3.8 设 <S，U， 自 > 是 一 个 格 ， 如 果 对 任意 ap，cE3S,， 由 a 站 5=a 门 c，a 
U5=a Uc， 能 得 到 4 二 5p， 则 5 是 分 配 格 。 

证 明 ， 假设 5§ 不 是 分 配 格 ， 由 定理 10.3.7 知 S 有 与 L1 或 L2 同 构 的 子 衬 4， 不妨 仍 
用 10. 6 中 格 L1，L2 的 记号 , 取 5, c,d， 都 有 6b 站 d=c 站 de, bUdcUd=a, 但 5 
<“ 与 已 知 杀 件 矛盾 ， 因 此 $ 是 分 配 格 。 

以 下 介绍 有 补 格 。 

在 偏 序 集 中 有 极 大 元 和 极 小 元 的 概念 ,在 客 中 也 同样 有 这 两 个 概念 , 而且 容 易 证 明 , 若 
一 个 格 中 存在 有 术 大 (小 ?元 ， 则 它 是 唯一 的 ， 称 为 最 大 (小 ?元 。 这 祥 我 们 可 以 用 1 表示 格 
中 最 大 元 ， 用 0 表示 其 最 小 元 。 

定义 10.3.3 设 $ 是 一 个 格 ， 若 $ 中 存在 1 和 0 时 ， 称 SS 是 有 界 格 。 

例如 ， 设 4 一 个 集合 . 则 (ep(4) ,U, 门 ) 是 有 界 格 ， 其 最 大 元 1 一 4， 最 小 元 0= 好 。 

定理 10. 3.9 设 (8， 委 》〉 是 一 个 有 界 格 , a 是 5S 中 的 任意 元 ， 一 定 有 

aljl=1, a do0=a, 
在 门 1 一 2，a 门 0 一 0。 

证 明 , 因为 8 是 有 界 格 ， 所 以 有 1 和 0 存在 , 因为 1 是 最 大 元 , a 所 1 则 aU1=1, an 
1 二 a。 同 理 轩 为 0 是 最 小 元 ,， 0a, 则 aU90=a, af90=0。 

定义 10.3.4 设 (S，U, 门 ) 是 一 个 有 界 格 , 对 于 aE€5， 兰 存在 bES， 满足 aU6= 
1, uf5=0， 则 称 5 是 a 的 补 元 , a 是 3 中 的 一 个 有 补 元 。 

。 210， 


显然 ， 若 5 是 a 的 补 元 ， 则 a 也 是 5 的 一 个 补 元 ， 不 过 补 元 不 一 定 唯一 。 

例 10.3.6 对 图 10.6 中 的 格 L1, L2, a 即 为 最 大 元 1,e 即 为 最 小 元 0, 在 上 1 中 ,6 
< 的 补 元 都 是 4, a 的 补 元 就 有 5,c 两 个 , 在 1L2 中 , 56， cy 4 中 任意 两 个 都 互补 , 可 见 补 元 
不 一 定 唯一 。 

例 10.3.7 设 格 (S，U， 门 ) 如 图 10. 8 所 示 , 其 中 1 的 补 元 是 0, 0 的 


1 


补 元 是 1， a 和 上 4 没有 补 元 。 b 
定义 10.3.5 设 (S，U， 门 ) 是 有 界 格 ， 若 对 任意 eaE3， 都 有 补 元 存 
在 ， 则 称 $ 是 有 补 格 。 a 


比如 图 10. 6 中 两 个 格 1， 22 都 是 有 补 格 , 而 图 10. 8 中 格 不 是 有 补 格 。 
再 如 , 设 4 是 任 一 有 限 集 , 则 (p (4)，U, 由) 也 是 有 补 格 , 其 中 任意 元 B 0 
的 补 元 是 A 一 B。 国 10.8 
在 有 补 格 $ 中 元 案 a 的 补 元 并 不 一 定 唯 一 ， 但 是 如 果 8 又 是 分 配 格 的 
话 ， 则 补 元 一 定 是 唯一 的 。 对 此 我 们 有 如 下 定理 : 
定理 10.3.10 设 3 既是 有 补 格 ， 又 是 分 配 格 ， 则 3 中 的 任 一 元 素 都 有 唯一 的 补 元 。 
证 明 : 设 a 是 5S 中 的 一 个 元 素 ，4。 ec 都 是 a 的 补 元 ， 则 
al5 一 1，aUc 一 1， 
ab=0, aflc=0, 
由 定理 10. 3, 56， 有 有 5 一 c。 因 此 补 元 是 唯一 的 。 
这 样 我 们 可 以 得 到 有 补 分 配 格 的 概念 。 
定义 10.3.6 如 果 格 (S$, UU ，, 门 ) 既是 分 配 格 又 是 有 补 格 , 就 称 $ 是 一 个 有 补 分 配 格 。 
例 10.3.8 宕 集 格 (2(4),UU ,站 ?是 有 补 分 配 格 。 
有 补 分 配 格 是 一 类 很 重要 的 代数 系统 ， 它 就 是 下 节 要 介绍 的 布尔 代数 。 


10.4 布尔 代数 


定义 14.1 一 个 有 锌 分 配 格 称 为 一 个 布尔 代数 。 

很 清楚 ， 一 个 布尔 代数 中 一 定 存在 有 最 小 元 0， 最 大 元 1， 而 且 对 每 个 元 素 e， 都 有 其 
唯一 的 补 元 ae， 满足 

alja’=1, afla'=0, 

一 般 我 们 用 (8，U ,但 ,',，0，1) 表示 一 个 布尔 代数 ， 其 中 (8，U, 门 ) 是 一 个 格 ， 
(8, 全) 是 相应 的 偏 序 集 。0 和 1 是 格 B 中 的 最 小 元 和 最 大 元 ， 由 于 有 补 格 B 中 的 任 一 元 
a 都 有 唯一 的 补 元 a' ERB， 所 以 可 以 在 格 B 中 规定 一 个 一 元 的 求 补 运 算 “'”。 

例 10.4.1 设 A= {a}, 则 p(4)= {名 ,4}, 生 集 格 CpC4),U, 作 ,',0,1) 是 一 个 布尔 代 
数 ， 其 中 0= 好 ，1=4， 其 运算 表 如 下 

Ulo 4 Nio A 
OlO 4 Ol0o oO 口 | 4 
AlA 4 AD 4 AIO 
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在 本 章 的 讨论 中 ,我 们 不 断 对 格 增加 了 一 些 附 加 条 件 ， ,一 下 


得 到 一 些 特殊 的 代数 系统 .图 10. 9 表示 出 这 些 代数 系统 从 格 分 本格 
简单 到 特殊 的 关系 。 在 这 些 代数 系统 中 ， 又 往往 列举 了 短 
集 格 的 例子 。 它 说 明 器 集 格 都 满足 这 些 附 加 的 条 件 ， 事 实 


上 ， 如 果 某 个 代数 系统 能 够 与 一 个 筹集 格 同 构 ， 那 么 这 样 有 界 格 布尔 代数 
的 代数 系统 就 是 布尔 代数 。 更 重要 的 是 , 任何 有 限 布尔 代数 都 。 、\\、 考生 一 
与 某 备 集 格 同 构 。 这 也 是 本 节 中 我 们 将 要 重点 讨论 的 内 容 。 

例 10.4.2 令 4 表示 含有 个 命题 变 元 的 命题 公式 国 10.9 
的 集合 ， 则 代数 系统 (4，V ，A 人 ,1, 玉 , T) 是 一 个 布尔 代数 ， 称 为 命题 代数 ， 其 中 V ，A 
分 别 是 析 到 和 合 取 运算 ,1 是 否定 运算 ,已 和 了 分 别 是 永 假 式 和 永 真 式 。 

例 10.4.3 一 个 开关 代数 (4,， 十 ， 。， 一 ，0，1.) 也 是 一 个 布尔 代数 ，A, 是 元 
组 的 集合 ， 即 A, 的 任 一 元 素 4 二 《al as，*…'， a4.)， 其 中 =0 或 1, i=1, 2,，…，n。 对 
A, 中 的 元 素 4 二 (al azr ran) 二 《BB ， bb)， 定 义 

atb= alVhs a Vb ™*, anV be) 

a b= aABb, ashbs rs a hb,), 

= (Aly Bey " Ga)o 
这 里 V ，A， 是 一 般 的 逻辑 运算 ， 因 此 4. 中 的 最 小 元 是 0.= 《0，0，…，0)， 最 大 元 是 1。 
二 《1，1，…，1)。4. 是 一 个 布尔 代数 ， 通 常 称 为 开关 代数 。 

这 些 例子 说 明 ， 命 题 代数 、 开 关 代 数 以 及 集合 代数 都 是 布尔 代数 的 特例 。 

因为 布尔 代数 是 一 个 有 补 分 配 格 ， 所 以 它 具 有 下 述 狂 质 ， 

设 a, b,cEB。 

1. 因为 (8,U ,人 门 ) 是 格 ,所 以 运算 U 和 门 满 足 : 

(1.1) alJa=a,afla=a。 
(1.2) aU6b=b Ua,ald=6 a, 
(1. 3 a Ub Uec=aU BUe), 
af Nee=af CNNe), 
(1. 4)af\ Ba) =a, 
aU wfa)=a, 
， 因为 (B,U, 门 ) 是 分 配 格 ,所 以 有 伍 等 式 : 
(2.1) aff BU = U af ee), 
PA 
.由 于 4B8,U, 门 ,0,1) 是 有 界 格 ,所 以 有 下 述 关 系 ， 
(3,1) 0<a 委 1 。 
《3, 2) afl0=0, aJ1l=1. 
(3,3) 4aU0=a，a4 门 1 一 a。 
4. 由 于 (8，U, 门 ,'，0，1) 是 有 补 格 , 设 a' 是 a 的 补 元 ， 则 它 满足 下 列 恒等式 ， 
{4,1) afNa’=0, alUJa'=1, 
(4.2) 0'=], 1'=0。 
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Co 


(4.3) {a')'=a, 

在 布尔 代数 中 也 有 对 侦 原 理 。 因 为 将 一 个 布尔 代数 中 UU， 介 运 算 互 换 ,0,1 互 
换 就 可 得 到 相应 的 对 侦 布 尔 代 数 ， 且 其 中 互 宰 元素 不 变 。 所 以 若 一 个 命题 户 对 所 
有 布尔 代数 都 成 立 , 则 将 P 中 凯 与 介 互 换 , 志 与 之 互 换 , 0 与 1 互 换 , 得 到 对 侦 命 
题 P'，P' 对 所 有 布尔 代数 也 成 立 。 上 面 从 (1.1) 到 (4.3) 各 性 质 中 的 两 个 等 式 
实际 上 都 是 互 为 对 俩 的 命 是 。 

在 布尔 代数 中 ， 求 补 运算 ' 与 运算 UU 种 门 之 间 有 密切 的 联系 。 

定理 10.4.1 设 a, 5 是 布尔 代数 (8, UU, 人 ,', 0, 1) 中 的 任意 两 个 元 素 ， 恒 有 

《2 门 四 一 Ue, (U8)' =a'fNe', 
证 明 ; 设 a',， 分 别 是 BB 中 a 和 和 45 的 补 元 ， 则 
caf fa UY= Caf a dU Ca ND 
一 《Ke 站 G I} ND UYU af ONE)) 
=0U0=0, 
Ca U a Ub)= aU a UO NM GU (a' U6)) 
=((atja Uo dN Ue Ua') 
=1N1=1 
因此 (a' U5') 基 (aft6) 的 补 元 , 即 (a8) 二 a' Us'。 根据 布尔 代数 中 的 对 偶 原理 ，(aU 
b)' =a’ fb’ 。 

该 式 就 是 著名 的 摩根 定律 。 依 据 数学 归纳 原理 ， 可 以 把 结合 律 、 分 配 律 以 及 摩根 律 加 
以 推广 ， 从 而 得 到 

C5. 1) (Ua) Ul 0) =Ua, 

式 中 。 出 现 的 次 序 是 任意 的 。 
(5.2) ( fa) Ux 5) = {Ub) 4 
(Ya NY = aN . 

(5.3) ( Ne)'= Ha, Wa)'= fa 
式 中 5 的 元 素 是 i， i 二 1]，2，…，n; 了 的 元 素 是 j, j=1, 2,…,，m。 

布尔 代数 与 群 、 环 和 域 一 样 ， 有 其 子 代数 的 概念 。 

定义 10.4.2 设 (S,U, 人 间 ,',0,1) 是 一 个 布尔 代 4 
数 ， 和 且 TCS, 若 0, 1ET 且 对 任意 a, 5ET, U、 In : 
运算 都 是 封闭 的 ， 则 称 卫 是 8 的 一 个 子 布尔 代数 。 {qb} 

例 10.4.4 设 4= {a, 5, cc}, 则 T= {2B，{a， 

6)，{c}，A} 是 04) 的 一 个 子 布尔 代数 ， 如 图 10. 10 所 
未 。 中 

应 该 注意， 虽然 有 的 TES 能 够 构成 一 个 布尔 代数 ， 图 10.10 
却 不 一 定 是 S 的 子 布 尔 代数 , 这 是 因为 对 5S 中 的 运算 来 
说 ，7 可 以 不 是 封闭 的 。 读 者 可 以 试 举 这 样 的 例子 。 


tc} 
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至 此 ， 我 们 可 以 得 到 统一 的 关于 子 代数 的 定义 。 

定义 10.4.3 设 4 是 具有 一 组 运算 的 集合 颖 的 代数 系统 ,已 是 4 的 非 空子 集 。 如 果 瑟 
关于 0 中 的 每 一 运算 都 是 封闭 的 ， 则 称 B 是 4 的 一 个 于 代数 。 

定义 10.4.4 设 (4,，U,， 站》 和 (B8，U，, 门 ,',) 是 两 个 布尔 代数 ， 如 果 存 在 着 
骨 到 吾 的 映射 7/， 对 于 任意 的 e，6E4， 都 有 

fa UB) =f0a) ULAO)。 
fla fb = ff), 
f(a) =(f (0)), 

则 称 是 4 到 8 的 一 个 布尔 同 态 , 如 果 下 分 别 是 单 射 , 满 射 和 双 射 , 则 分 别称 为 单一 同 态 、 
满 同 态 和 同 构 。 

由 同 态 的 定义 可 知 了 0) 二 0,f(1)==1, 因为 10)=flafNa = ffia =f(a) 几 
CFV =0,F =flaYa = Ufa = Ua) 一 1。 

设 4 是 具有 ?= 个 元 的 集合 ， 我们 知道 (pCAD),U ,站 ,',011) 是 舍 有 个 元 的 布尔 代数 。 
如 果 一 个 布尔 代数 的 元 素数 目 有 限 ， 我 们 称 之 为 有 限 布尔 我 数 。 可 以 证 明 ， 任 何 有 限 布尔 
代数 一 定 与 菜 个 tptA},U , 门 ，,0,1)? 同 构 。 该 结论 称 之 为 Stone 表示 定理 ,为 证 明 这 个 定理 
需要 先 介绍 一 些 必 要 的 概念 与 预备 定理 。 

定义 和 60.4.5 设 (83， 委 ) 是 一 个 格 ， 若 存在 aE5，a 天 0， 满 足 对 所 有 瑟 中 的 小 于 等 
于 a 的 元 素 z+， 一定 有 z=0 或 x=a， 称 a 是 B 中 的 一 个 原子 或 极 小 项 。 

比如 在 图 10, 11 的 格 中 , da; 6， 了 都 是 原子 ， 它 说 明 格 中 的 原子 并 不 叭 一。 很 明显 ,如 
琳 a， 5。 都 是 格 B 中 的 原子 ， 且 a 关 5， 那 么 一 定 有 ab 一 0。 

定理 10.4.2 设 (8, 委 ) 是 具有 最 小 元 0 的 有 限 格 ， 
则 对 了 于 尾 何 一 个 非 0 元 ce, 至少 存 在 一 个 原子 5， 使 Sa。 

证 明 ; 若 e 本 身 就 是 原子 , 则 aa 成 立 , 车 a 不 是 原 


< 一 子 ， 则 一 定 有 元 素 丘 ， 满 足 0<<b,<<a, 车身 是 原子 ， 则 乌 


即 为 所 求 ， 否 则 一 定 存 在 一 条 链 ， 使 
J Dh bhias 
和 且 不 存 有 其 它 元 素 小 于 如 ， 则 纪 就 是 所 求 的 一 个 原子 。 


图 10.11 当然 点 并 不 一 定 唯一 , 比如 图 10. 11 中 , 0<b<e, 0 
,所 以 对 元 素 c 而 音 , 可 以 有 两 个 原子 加 和 了 都 满足 定 


EY 


理 要 求 ， 

定理 10. 4.3 在 一 个 布尔 格 中 ，5 门 c=0 的 充 要 条 件 是 6<se。 

该 定理 的 证 明 请 读者 自行 完成 。 

定理 10. 4.4 在 布尔 格 (8, 委 》 中 , 设 a 是 任 一 原子 , 6 是 B 中 任意 元 素 ， 那么 a 志 
5 和 ae<# 中 有 且 仅 有 一 式 成 立 。 

证 明 , 若 两 式 能 同时 成 立 ， 则 ao<b 门 必 一 0， 产 生 了 矛盾 。 因 为 < 是 原子 ， 所 以 只 能 有 两 
种 情况 ， 即 a 门 6=0 或 a 站 6=a, 若 a 门 6s=a， 则 有 a 志 5; 车 af5=0, 则 a 门 (6) =0, 由 
定理 10. 4.3， 即 a<&b'。 

定理 10.4.5 设 (8,，U., 但 ,', 0, 1) 是 一 个 有 限 布尔 代数 , 设 疙 是 其 中 的 任意 非 0 
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元 ， Qt dor “"* A 是 满足 a 所 6 的 所 有 原子 ， 风 
b=al Ua Ua, 
证 明 , 设 x=aiUasU… Ua 因为 a 所 bp， 所 以 x 所 5。 以 下 再 证 b 扎 x， 由 定理 10.4, 3， 
它 等 价 于 证 明 5 作 x 二 0。 为 此 假定 5 们 z' 隆 0， 由 定理 10. 4. 2， 应 存在 一 原子 c， 满 足 cb 
人 zx'。 由 于 5 人 x 所 x 和 6 人 |z'Eb， 故 有 c 所 和 cb, 因为 :是 原子 上 且 满 足 c&b, 故 c=a， 
即 < 就 是 满足 zj 生 8 中 的 某 一 个 原子 a;)， 玖 ec 魏 z。 这 样 c 委 z 和 c 扎 x! 同时 成 立 ， 与 定理 
10. 4. 下 盾 。 
故 5 门 x' =0， 定 理 得 证 。 
定理 10. 4.6 设 &b 是 有 限 布 尔 代数 (8B，U, 门 ,',，0, 1) 中 的 一 个 非 0 元 , 则 不 考虑 
顺序 和 无 重复 时 ,， 电 可 以 唯一 地 表示 成 
b=a, UasUa, 
其 中 a 0 一 1，2，…， 4》 是 8 中 所 有 满足 a 所 6 的 原子 。 
证 明 : 设 5 有 另 一 种 表示 形式 
b=an Vast Ua 
其 中 sr 0 一 1，2，…，&) 也 是 B 中 的 原子 , 不妨 设 X<<1， 则 存在 一 个 原子 ai 在 第 一 种 表 
示 中 出 现 但 未 在 第 二 种 表现 中 出 现 ， 因 此 
aifN tan UaxzU Uaa)=af) ala Uan), 
即 
ta /Na Uae UU af an)=aflb, 
而 因为 @; 与 ax 是 不 相同 的 原子 ， 故 ae 站 as 一 0，* 一 1，2，…，K， 于 是 有 0 一 ui。 
产生 矛盾 。 故 疡 的 表示 方式 唯一 。 
上 面 我 们 讨论 了 原子 的 某 些 重要 性 质 ， 它 指示 了 一 个 布尔 代数 (8, U,， 门 ,'，0, 1) 
和 其 原子 集合 5== {a)，as，…，as} 之 间 的 关系 ， 即 除了 最 小 元 0 以 外 ，B 中 的 各 个 元 素 
都 可 以 唯一 地 用 其 原子 的 “ 册 ” 运 算 表 示 ， 或 者 说 可 以 用 3 的 某 个 子 集 与 之 对 应 。 事实 上 ， 
5 中 每 一 个 这 桩 的 “U ”运算 ， 痢 表示 了 8B 中 的 一 个 对 应 元 素 ， 也 就 是 说 在 5 的 子 集 与 8 
的 元 素 之 间 ， 存 在 着 一 个 一 一 对 应 关系 ， 这 种 关系 能 够 保持 JU ， 站 和 ' 运 算 ， 邯 布尔 代数 
CB, U, 门 ,'，，0，1) 与 集合 代数 (p(S) ,LU , 门 ,一 , 乡 ,5) 辣 构 。 
定理 10.4.7 (Stone 表示 定理 ) 设 (8B8，V，A,，0， 1) 是 由 有 限 布尔 格 《B， 
魏 》 所 诱导 的 布尔 代数 ，8 是 “8， 志 中 所 有 原子 的 集合 , 则 (B，V ，A, ,0, 1) 与 
{ptS)，U,， 间 ,一 ， 儿 ，S) 同 构 。 
证 明 ， 由 定理 10. 4.6, 知 B 中 任 一 非 0 元 来 bp， 都 有 唯一 的 原子 表示 形式 
b=al Va VY "Va 
令 9= {a dsr uu}， 则 SsE6 (5)， 因 此 可 作 上 映射 f 
令 f (0) = 名 
对 任 一 非 0 元 bE€B, 令 f(6)=5,, 因 此 是 B 到 pt5) 的 一 个 映射 。 
如 果 对 SE pC(S)， 存 在 a，5EB， 满足 f(a) 一 了 (5) 一 S;， 则 由 定理 10. 4. 5,u 一 a V 
qzsV "Ya 一 5b， 即 a=6， 故 了 是 单 射 。 
对 于 任意 的 SiEp(3S)，8 一 (ea aa …， ar}， 则 由 运算 UU 的 封闭 性 , a VasV Va 
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EB8B， 因 此 f 是 满 射 。 

因此 是 8B 到 p(S) 的 一 个 双 射 。 下面 证 明 是 同 构 。 这 就 要 求 对 任意 4a,， bE B， 

l.flaVyb)=f (aU fo). 

2. flab = NI), 

3. f(a )=/(a), 

设 f(a)=5, {4142 dr), 

的 一 9 一 {6 bor hn}, 

因 f 蚌 满 射 ; 所 以 存在 z€EB8, 了 fz) 二 s1Uss=.fta) Uf(5), 即 51Us; 包 售 了 所 有 小 于 等 于 = 
的 原子 , 则 由 定理 10. 4.5, x=a VaeV Va Nb Vb VVb=ayb, 基 f(aV6)=f(a) 
UF 

根据 分 配 律 可 以 有 

QA 人 AD 一 (eliVasy Va) MW Yb NN Yb) 
=—V{V ahéD). 

由 于 <， 与 都 是 原子 ， 因 此 


ai(= b), ai = 6。 
全 Q; FF bjo 
故 (a A5) 是 全 部 a==b, 的 元 素 之 间 进 行 Y 运算 的 结果 ， 所 以 
flaAD)=S (5,= 7 8), 
最 后 我 们 再 证 明 f(a')==fla)。 由 于 aVa' 二 1,aAa'==0, 芍 flaVa’)=5S,flaAa') 一 
放 , 由 上 已 知 了 保持 交 , 并 运算 , 则 有 fC) UTCa 一 Sa) 门 Fo) 一 9 即 
fla)= f(a), 
综 上 说 明了 保持 运算 。 定 理 得 证 。 
由 Stone 定理 可 以 得 到 以 下 推论 : 
推论 1， 有限 布 尔格 的 元 素数 目 是 2 个 ， 其 中 是 该 布尔 格 中 所 有 原子 的 个 数 。 
推论 2， 任何 两 个 具有 2" 个 元 豆 的 布尔 代数 都 是 同 构 的 。 


10.5 布尔 表达 式 


设 {zi， zs，"…， zo} 基 个 变 元 的 集合 ， 由 这 些 变 元 与 运算 U ， 和 和 ' 可 以 构成 形 形 
色色 的 字符 串 ， 其 中 的 一 些 称 之 为 布尔 表达 式 。 

定义 10.5.1 设 z，z，…， mm 是 z 个 变 元 ， (8，U， 门 "，) 是 一 个 布尔 代数 ， 则 

1.8 中 任何 元 素 是 一 个 布尔 表达 式 。 

2. 任何 变 元 z: 是 一 个 布尔 表达 式 。 

3. 如 果 a 和 as 是 布尔 表达 式 ， 则 (a4) ，(a1Uazs》 和 (ai 门 a1) 也 是 布尔 表达 式 。 

4. 只 有 通过 有 限 次 使 用 规则 1，2，3 构造 的 符号 串 才 是 布尔 表达 式 。 

在 一 般 不 会 造成 误解 的 情况 下 ， 省 略 一 些 括号 也 允许 。 
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例 10.5.1 ((0, 1, 2,3)， UU; 人间; 是 一 个 布尔 代数 ,如 图 1 
10. 12 所 示 。 则 2， (Uza) ,afz) Uo NCUADUUN 
zz ) 等 都 是 布尔 表达 式 。 ? 

我 们 用 瑟 (xz1，xs，-…， zn) 表示 一 个 可 含有 = 个 变 元 的 布尔 
表达 式 , 应 该 注意 ,二 元 布尔 表达 式 可 以 包括 2 个 变 元 , 也 可 以 不 
包含 这 全 部 = 个 变 元 。 0 

定义 10.5.2 设 (8,U, 站 ,是 一 个 布尔 代数 , 若 布 尔 表 图 10,12 
达 式 玉 《xy，x2， x) 中 的 式 4G=1，2，…，n) 用 B 中 某 一 
确定 元 素来 赋值 ， 就 得 到 了 该 布尔 表达 式 玉 (x!，zs，"…，z,) 的 值 。 

比如 上 例 中 ， 设 布尔 表达 式 是 

局 (ziyzayzs) 一 (3Lz 门 rs 站 5zv Uzz)。 
设 工 =2,z: 二 0,x; 一 1; 则 有 
EC(2,0,D=(3U ENIDNGE UDO=BUVNGU)=1N3=3, 
这 就 是 该 布尔 表达 式 的 值 。 

定 久 10.5.3 设 思 Cn x 一， Zz) 和 EE (x1， zo， …， Xx) 是 两 个 布尔 表达 式 ， 若 

对 了 《一 1，2，…，2?)》 任意 进行 缸 秆 ,zx 一 xz?， 这 两 表达 式 的 值 恒定 相等 ， 即 
E, (x zo os, TD) 一 下 (x x i), 
则 称 这 两 个 布尔 表达 式 是 等 价 的 (或 相等 的 }。 

当然 、 我 们 可 以 用 定义 的 方法 来 验证 两 个 布尔 表达 式 的 相等 。 另 外 我 们 也 可 以 直接 利 
用 布尔 代数 的 恒等式 ， 对 其 中 一 个 表达 式 经 过 有 限 次 恒 等 变换 后 ， 能 够 得 到 另 一 个 布尔 表 
达 式 ， 那 么 它们 也 就 是 相等 的 。 

布尔 代数 (8，U, 门 ,') 上 的 任 一 个 布尔 表达 式 E 《zi1，xs。，…，z。) 的 值 都 基 唯 一 
确定 的 , 显然 由 于 (8B8，U， 门 ,') 是 有 补 分 配 格 ， 所 以 布尔 代数 运算 的 结果 最 终 一 定 是 
了 中 的 某 个 元 素 ， 即 已 (zf， 2，"，，，z?) EB。 因 此 可 以 说 布尔 表达 式 确定 了 B" 到 B 的 
一 个 函数 ， 

如 果 一 个 Fr 到 B 的 函 数 能 够 用 (8, U, 门 ,') 上 的 有 元 
布尔 表达 式 来 表示 ,就 称 它 是 一 个 布尔 函数 .比如 图 10. 13 给 
出 了 10，19 到 {0，1} 的 一 个 函数 f。 

下 面 布尔 表达 式 对 xz,，x:， zx; 任意 赋值 得 到 结果 都 与 / 
相同 ， 

Cx zr Ur Nz Nz) Ux fz x ;). 
因此 函数 f 是 布尔 函数 。 

定理 10.5.1 对 二 元 布尔 代数 ( {0, 1}, U, 人 和,") 
来 说 , 任何 一 个 从 {10, 1 到 {0,，1) 的 天数 都 是 布尔 
函数 ， 

证 明 : 对 含有 个 变 元 的 布尔 表达 式 来 说 , 我 们 称 表达 式 3 门 验 间 … 站 2 为 小 项 ， 
其 中 zz 是 z 或 xz/; 的 任 一 个 。 如 果 一 个 布尔 表达 式 能 表示 成 小 项 之 间 的 UU 运算 , 则 称 之 是 
析 取 范式 。 因 此 ， 对 {0，1})* 到 {0，1} 的 性 一 函数 ， 对 使 其 函数 值 为 1 的 那些 元 组 分 
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图 10.13 


别 构造 小 项 xf 门 及 们 … 门 xz;， 其 中 
。_ jz: 者 该 4 元 组 中 第 i 个 分 量 为 1。 
| t ;车 该 元 组 中 第 i 个 分 量 为 0。 
这 样 ， 由 全 部 这 些小 项 进行 U 运 算 ， 就 构成 了 析 取 范式 。 它 就 是 一 个 布尔 表达 式 ， 面 且 易 
验证 它 与 原 函 数 相 对 应 ， 因 此 定理 得 证 。 
由 活 数 值 为 1 的 小 项 可 以 构成 析 取 范式 , 同样 . 根据 函数 值 为 0， 也 可 以 构造 大 项 。 最 
后 由 合 取 范式 来 表示 相应 的 布尔 函数 ， 比 如 上 表 中 ， 它 的 合 取 范式 是 
CriUz Ur) rtUz Ud Cr Ur Uz Cr Ur UIN Gz Ur U2,), 
因为 从 {0, 1)* 到 {0, 1} 的 任何 函数 , 它 的 函数 值 只 可 能 是 1 或 0。 因 此 析 取 范式 和 
合 取 范 式 总 是 能 够 得 到 的 。 


习题 十 


1. 设 4= {a,， PY), 求 属 (24， 性 ) 的 图 形 。 
2. 证 明定 理 10.1.4 中 ，(aUb) 是 fa, 5b} 的 最 小 上 界 ， 
3. 证 明定 理 10. 1. 6。 
4， 在 格 中 ， 若 a< 和 pc,， 证 明 ， 
(1) ea Up=6 门 c。 
(2) (a 门 四 口 Ge) =8= aU NM aU ee), 
5, 证 明定 理 10. 1.9。 
6, 设 5, 是 的 所 有 因子 的 集合 , 令 一 24, 按 例 10.1.4 所 定义 的 偏 序 关系 , 求 格 (5,， 
UU， 站) 的 偏 序 图 ， 并 求 它 的 全 部 子 格 。 
7, 设 Zi 是 例 10. 2. 1 中 的 格 ， 试 判断 
Ca) {1, 2, 93, 9; 24, 72}), 
(5) {1, 2, 3, 12, 18}, 
(c) {3，32，33，…}， 
中 哪个 是 Z ;的 子 格 ? 
8, 4、8 是 两 个 集合 , f 是 A 到 8 的 映射 , 定义 另 一 从 p 《4) 到 p(B) 的 映射 /对 
所 有 XEp (A)， 
f'(X)={f(zr) ]zEXTIEACB)。 证 明 : 
(1) 令 5= {P (X) [XEp (4)) 则 43，S) 是 tp (3) 对) 的 子 格 。 
《2》 三 : 是 保 并 同 态 ， 但 不 一 定 是 保 交 同 态 。 
《3》 当 且 仅 当 了 是 单 射 夺 . 广 是 保 交 则 态 ， 从 而 f' 是 格 同 态 ， 且 是 单 同 态 。 
9. 证 明定 理 10. 2. 3 中 的 结论 ， 保 序 同 构 等 价 于 保 并 同 构 。 
10. 设 了 是 S$ 到 5; 的 同 态 ,g 是 格 $; 到 SS; 的 同 态 , 设 g*f 是 5S; 到 5; 的 映射 , 即 对 
任意 aES1， 都 有 g :ff (a)》ES;， 证明 
(1)yg*f 了 是 S, 到 S; 的 同 态 。 
C2) 若 g， 了 都 是 同 构 ， 则 g。 了 也 是 同 构 。 
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11. 题 图 10, 11 中， 哪些 是 分 配 格 ， 哪 些 是 有 补 格 ? 


UTC 


题 图 10.11 
12. 举 两 个 仅 舍 6 个 元 素 的 格 , 一 个 是 分 配 格 , 另 一 个 不 是 分 配 格 的 例子 , 并 判断 是 不 
是 模 格 和 有 补 格 。 
13. 证 明 2 车 (SS, U, 门 》 是 分 配 格 ， 则 对 任 章 a， b,ES, {= 二], 2, «ps J=1， 2， 
re 有 
(Aa UA =A A yen). 
(Va NW)=U 0 aN). 
14. 试 证 3 个 元 素 的 链 不 是 有 补 格 。 
15, 证 明定 理 10. 3,7 。 
16. 证 明 在 有 补 分 配 格 《5，U ，。 门 ) 中 ， 对 任意 a, 5ES， 有 
(1) pa! <=>a' UBb=1, 
(2) ab<=>afly =0<=>a b=1, 
17. 设 (8,U, 人 门 ',) 是 一 个 布尔 代数 ， 对 于 a，5E B，, 证 明 a<2 的 充 要 条 件 是 丸 扫 


18. 证 明 下 列 布尔 恒等式 ， 
(1) aU a' 站 5 一 aU5。 
(2) 2 门 Ce U2) =afb, 
(3) af) U Caflb’ )=a, 
C4) aU IMNGBUN NYUa = UN UoONte Ua)。 
19. 找 出 8 元 布尔 代数 的 所 有 子 代数 。 
20. 设 巨 是 元 素数 目 大 于 2 的 布尔 代数 , 任 取 aE€B, a 了 0, a 天 1, 证 明了 = {0，aye'， 
1) 是 如 的 一 个 子 代 数 。 
21. 给 定 从 一 个 布尔 代数 到 另 一 布尔 代数 的 映射 f, 试 证 明 , 如 果 了 对 日 和 ' 保 持 运算 ， 
则 了 是 一 个 布尔 同 态 。 
22. 设 (B，U， 人间 ',) 是 一 个 布尔 代数 ， 若 在 8 上 定义 二 元 运算 ， 如 下 ， 
a* b={af No) UU aN) 
证 明 (85，* 〉 是 一 个 交换 群 。 


23. 证 明定 理 10. 4. 3。 
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24. 设 E 《z15 X29 Tos X14) 二 Cz 站 让 和 tw 门 门 DU (Cz 人 门 z 门 zz) 是 布尔 和 代数 
C40,17,U , 们 ',) 上 的 一 个 布尔 表达 式 试 写 出 它 的 析 取 范式 与 合 取 范式 。 
25, 对 题 图 10. 25 中 的 函数 f， 试 用 析 取 范式 与 合 取 范式 表示 之 。 
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是 图 310.25 
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